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บทที่ 2 

ปริพันธของฟงกชันอดิศัย 
 

 ฟงกชันอดิศัย คือ ฟงกชันที่ไมใชฟงกชันพีชคณติ แตมีรูปแบบเฉพาะของตนเอง ไดแก 

ฟงกชันตรีโกณมิติ ฟงกชันเอกซโปเนนเชียล ฟงกชันลอการิทึม ฟงกชันตรีโกณมิติผกผัน ฟงกชันไฮ

เพอรโบลิก และฟงกชันไฮเพอรโบลิกผกผัน การหาปริพันธของฟงกชันอดิศัยตองอาศัยความรูพ้ืนฐาน

และสมบัติที่จำเปนบางอยาง เพ่ือความสะดวกและรวดเร็วในการหานั่นเอง สำหรับเนื้อหาในบทนี้นั้น

จะเปนการหาปริพันธของฟงกชันอดิศัย ดังนี้ ปริพันธของชันตรีโกณมิติ ฟงกชันตรีโกณมิติผกผัน 

ฟงกชันชี้กำลังและฟงกชันลอการิทึม ฟงกชันไฮเพอรโบลิก และฟงกชันไฮเพอรโบลิกผกผัน โดยการหา

ปริพันธทั้งหมดที่ไดกลาวมาขางตนจะเปนการหาปริพันธที่ไดจากสูตรการหาโดยตรง และใชเทคนิค

การเปลี่ยนตัวแปรในการหาปริพันธในกรณีที่ใชสูตรการหาโดยตรงไมได  

 

2.1 ปริพันธของฟงกชันตรีโกณมิต ิ

 วัลลภ เหมวงษ (2557 : 162) และธีรศักดิ์ อุรัจนานนท. (2555 : 323) ไดใหไดสูตรปริพันธ

ของฟงกชันตรีโกณมิติ จากสูตรการหาอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ เม่ือกำหนดให ( )u f x  

ดังตอไปนี้ 

  sin cosd u u
du

   

  cos sind u u
du

    

จะไดสูตรปริพันธ  

  cos sinu du u c   

  sin cosu du u c     

 

 Edwin.J.H. and Gilbert.S. (2016 : 763) Harold Jan R.T. (2015 : 8) และจันทนีย กาญจ

นะโรจน และชุลี โชติกประคัลภ (2557 : 365) ไดใหสูตรการหาปริพันธของฟงกชันตรีโกณมิตใิน

รูปแบบอื่น ๆ ดังตอไปนี้ 

  1. sin cosu du u c    

  2. cos sinu du u c   

 



40 
 

  3. 2sec tanu du u c   

  4. 2csc cotu du u c   

  5. sec tan secu u du u c   

  6. csc cot cscu u du u c    

 

ตัวอยาง 2.1   

 sin cosx dx x c    

 cos sinx dx x c   

 sec tan secx xdx x c   

 2sec tanx du x c   

 2csc cotx dx x c   

 csc cot cscx x dx x c    

 

 จากตัวอยาง 2.1 เปนการหาปริพันธของฟงกชันตรีโกณมิติโดยตรงใชเพียงสูตรพื้นฐาน ไมได

ใชเทคนิคใด ๆ เขามาชวยแตบางครั้งการหาปริพันธของฟงกชันตรีโกณมิตินอกจากจะใชสูตรแลวยัง

ตองอาศัยเทคนิคตาง ๆ เขามาชวย แตสำหรับในบทนี้นั้นใชเพียงเทคนิคเปลี่ยนตัวแปรเทานั้นดังท่ี

แสดงในตัวอยางตอไปนี ้ 

   

ตัวอยาง 2.2  จงหาคา sin(3 1)x dx  

วิธีทำ   3 1u x   

          

3du dx  

จะได
 

3sin(3 1) sin
3
dxx dx u    

             

  

1 sin
3
1 cos
3
1 cos(3 1)
3

]
]
]

udu

u c

x c

 

  

   
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ดังนั้น  
1sin(3 1) cos(3 1)
3

x dx x c     

ตัวอยาง 2.3  จงหาคา cos(2 9)x dx  

วิธีทำ   2 9u x   

          

2du dx  

จะได
 

2cos(2 9) cos
2
dxx dx u    

             

  

1 cos
2
1 sin
2
1 sin(2 9)
2

]
]

]

udu

u c

x c

 

 

  

 

ดังนั้น  
1cos(2 9) sin(2 9)
2

x dx x c     

 

ตัวอยาง 2.4  จงหาคา 2sec (7 2)x dx  

วิธีทำ   7 2u x   

          

7du dx  

จะได
 

2 2 7sec (7 2) sec
7
dxx dx u    

                

  

21 sec
7
1 tan
7
1 tan(7 2)
7

]
]

]

udu

u c

x c

 

 

  

 

ดังนั้น  2 1sec (7 2) tan(7 2)
7

x dx x c     

  

 การหาปริพันธของฟงกชันตรีโกณมิติที่ไดยกตัวอยางมาในขางตนนั้น เปนการหาแบบใชสูตร

โดยตรงเพียงเทคนิคเปลี่ยนตัวแปรเขามาชวยก็สามารถหาปริพันธไดแลว แตสำหรับตัวอยางตอไปเรา

ตองอาศัยทักษะในการเลือกเปลี่ยนตัวแปรใหเหมาะสม เพราะไมสามารถใชสูตรโดยตรงไดเหมือน

ตัวอยางที่ผานมาดังตัวอยางตอไปนี้ 
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ตัวอยาง 2.5  จงหาคา 7sin cosx x dx  

วิธีทำ ให  cosu x

  
          

sindu x dx  

จะได
 

7 7
sin

sin cos sin
sin
x dx

x x dx x u
x


  

 

   

  

7

8

8

8
cos
8

]
]

u du

u c

x c

 

  

 

 

ดังนั้น 
8

7 cossin cos
8

xx x dx c   

 

ตัวอยาง 2.6  จงหาคา 3 4 4sec tanx x x dx  

วิธีทำ ให  
4u x

  

         

34du x dx  

จะได
 

3
3 4 4 3

3

4sec tan sec tan
4
x dxx x x dx x u u
x

   

            

  

4

1 sec tan
4
1 sec
4
1 sec
4

]
]

u udu

u c

x c

 

 

 

 

ดังนั้น 3 4 4 41sec tan sec
4

x x x dx x c   

 

ตัวอยาง 2.7  จงหาคา sin2
1 cos2

x dx
x




 

วิธีทำ ให  1 cos2u x   
          (2 sin2 )du x dx  

 จะได sin 2 sin 2 (2 sin 2 )
2 sin 21 cos2

x x x dxdx
xx u

 


 

          
sin 2

2 sin 2
x du

xu
   
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1 2

1 2

1 2

1 2

1 1
2

1
2

1
2 1

2

1 cos2 ]

]

]
]

du
u

u du

u c

u c

x c



 

 
           

 

  

 

ดังนั้น  sin 2 1 cos2
1 cos2

x dx x c
x

  


 

 

ตัวอยาง 2.8  จงหาคา 2tan secx x dx  

วิธีทำ ให  tanu x  

         

2secdu xdx  

จะได
 

2
2 2

2

(sec )tan sec sec
sec

x dxx x dx u x
x

   

        

  

2
2

1 2

3 2

3 2

sec
sec

2
3
2 tan
3

]
]
]

duu x
x

u du

u c

x c

 

 

 

 

 

ดังนั้น  
3 22 2tan sec tan

3
x x dx x c   

 

ตัวอยาง 2.9  จงหาคา 4

cot
csc

x dx
x

  

วิธีทำ ให  cscu x  
          csc cotdu x x dx  

จะได 
4 4

( csc cot )cot cot
csc cotcsc
x x dxx xdx
x xx u


  
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4

4

5

5

4

4

4

cot
( csc cot )

1
( csc )

1

4

4
1 (csc )
4

]

]
]
]
]

x du
x xu

du
xu

du
u

u du

u c

u c

x c









  

  

 


 

        

 

 

 

 

ดังนั้น  4
4

cot 1 (csc )
4csc

x dx x c
x

   

 

ตัวอยาง 2.10  จงหาคา tanx dx  

วิธีทำ 
sintan
cos

xx dx dx
x

   
 ให       cosu x  

         

sindu x dx  

จะได
 

sintan
cos

xx dx dx
x

   

      

sinsin
sin

sin
( sin )

1

ln

ln cos

]
]
]

x dxx
u x
x du

u x

du
u

u c

x c


  

  

 

  

  
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1

ln cos

ln sec ]
x c

x c


 

 
 

ดังนั้น  tan ln secx dx x c   

 

2.2 ปริพันธของฟงกชันลอกาลิทึม และฟงกชนัชี้กำลัง 

 จากสูตรการหาอนุพันธของฟงกชันลอกาลิทึม และฟงกชันชี้กำลัง จะไดสูตรปริพันธของ

ฟงกชันลอกาลิทึม และฟงกชันชี้กำลัง ดังนี้เมื่อกำหนดให ( )u f x  หาอนุพันธไดซึ่ง สาขาวิชา

คณิตศาสตรและสถิติ คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยเชียงใหม (2554 : 2) และ 

Sigurd A. (2010 : 101 ) ไดสรุปสูตรการหาไวดังนี้ 

  1. 
1 lndu u c
u

   

  2. u ue du e c   

  3. , 0
ln

u
u aa du c a

a
    และ 1a   

 

ตัวอยาง 2.11  

 1. 
1 lndx x c
x

   

 2. x xe dx e c   

 3. , 0
ln

x
x aa dx c a

a
    และ 1a   

 

 จากตัวอยาง 2.11 เปนการใชสูตรหารหาปริพันธโดยตรงโดยไมใชเทคนิคใด ๆ เขามาชวยแต

บางครั้งการหาปริพันธของฟงกชันลอกาลิทึม และฟงกชันชี้กำลัง นอกจากจะใชสูตรแลวยังตองอาศัย

เทคนิคเปลี่ยนตัวแปรและเทคนิคอ่ืน ๆ เขามาชวยดวยแตสำหรับในบทนี้นั้นใชเพียงเทคนิคเปลี่ยนตัว

แปรเทานั้นดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 2.12  จงหาคา 1
3
dx

x 
 

วิธีทำ ให  3u x   
          du dx  
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 จะได 1 1
3
dx du

x u
 

 

          

ln

ln 3 ]
u c

x c

 

  
 

 

ดังนั้น  1 ln 3
3
dx x c

x
   

 

 

ตัวอยาง 2.13  จงหาคา 1
2 5

dx
x 

 

วิธีทำ ให  2 5u x   
          2du dx  

 จะได 1 1
2 5

dx dx
x u

 
 

          

1 2
2

1
2

1 1
2
1 ln
2
1 ln 2 5
2

]
]
]
]

dx
u

du
u

du
u

u c

x c

 

 

 

 

  
  

ดังนั้น  1 1 ln 2 5
2 5 2

dx x c
x

   

 

 

ตัวอยาง 2.14  จงหาคา 3 1xe dx  

วิธีทำ ให  3 1u x   
          3du dx  
 จะได 3 1x ue dx e dx    

         

3
3

3
]

u

u

dx
e

due

 

 
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3 1

1
3
1
3
1
3

]
]

u

u

x

e du

e c

e c

 

 

 

 

ดังนั้น  3 1 3 11
3

x xe dx e c    

 

ตัวอยาง 2.15  จงหาคา 2 19 x dx  

วิธีทำ ให  2 1u x   
          2du dx  
 จะได 2 19 9x udx dx    

       

2 1

2
9

2

9
2

1 9
2
9

2 ln9
9
2 ln9

]
]
]
]

u

u

u

u

x

dx

du

du

c

c


 

 

 

 

 

 

ดังนั้น  2 1 2 119 9 ln2
2

x xdx c    

 

 การหาปริพันธของฟงกชันลอกาลิทึม และฟงกชันชี้กำลังท่ีไดยกตัวอยางมาในขางตนนั้นเปน

การหาแบบใชสูตรโดยตรงเพียงเพ่ิมเทคนิคเปลี่ยนตัวแปรเขามาชวยก็สามารถหาปริพันธไดแลวแต

สำหรับตัวอยางตอไปเราตองอาศัยทักษะในการเลือกเปลี่ยนตัวแปรใหเหมาะสมเพราะไมสามารถใช

สูตรโดยตรงไดเหมือนตัวอยางที่ผานมาดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 2.16  จงหาคา 22
x dx
x




 

วิธีทำ ให  22u x   
          2du x dx  
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 จะได 22
x xdx dx

ux
 


 

              

2

( 2 )
2

2
1 1
2
1 ln
2
1 ln 2
2

]
]

]
]

x x dx
u x
x du
u x

du
u

u c

x c

  

  

  

  

   

 

ดังนั้น  2
2

1 ln 2
22

x dx x c
x

   


 

 

ตัวอยาง 2.17  จงหาคา 
323 xx e dx  

วิธีทำ ให  
3u x  

         

23du x dx  

จะได
 

32 23 3x ux e dx x e dx   

      

  

3

2
2

2

2
2

33
3

3
3
]
]
]

u

u

u

u

x

x dxx e
x

dux e
x

e du

e c

e c

 

 

 

 

 

 

ดังนั้น  
3 323 x xx e dx e c   

 

ตัวอยาง 2.18  จงหาคา 
1

x

x

e dx
e




 

วิธีทำ ให   1xu e   

          

xdu e dx  

จะได
  1

x x

x

e edx dx
ue

 

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x x

x

e e dx
u e

   

     

1

ln

ln 1

]
]
]

x

x

x

e du
u e

du
u

u c

e c

 

 

 

  

 

 

ดังนั้น  ln 1
1

x
x

x

e dx e c
e

  


 

 

ตัวอยาง 2.29  จงหาคา 310 x dx  

วิธีทำ 3 2310 10 xx dx dx   

 ให  
3
2
xu   

         

3
2

du dx  

จะได
 

3 2310 10 xx dx dx   

      

  3 2

10
3
210
3
2

2 10
3
2 10
3 ln10

2 10
3 ln10

]
]
]
]

u

u

u

u

x

dx

dx

du

c

c

 

 

 

      
      

 

ดังนั้น  
3 2

3 2 1010
3 ln10

x
x dx c

       
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2.3 ปริพันธของฟงกชันไฮเพอรโบลิก 

 จากสูตรการหาอนุพันธของฟงกชันไฮเพอรโบลิก จะทำใหไดสูตรปริพันธของฟงกชันไฮเพอร

โบลิก เม่ือกำหนดให ( )u f x  ซึ่งคณาจารยสาขาวิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัย

นเรศวร (2558 : 47) ไดแสดงไวดังนี้ 

  sinh coshd u u
du

   

  cosh sinhd u u
du

   

จะไดสูตรปริพันธ 

  sinh coshu du u c   และ 

  cosh sinhu du u c   

 นอกจากปริพันธของ sinhu  และ coshu  ที่ไดแสดงไวขางตนแลวยังมีสูตรการหาปริพันธ

ของฟงกชันไฮเพอรโบลิกในรูปแบบอื่น ๆ อีก โดย เบญจวรรณ โรจนดิษฐ (2537 : 255) ไดสรุปไวดังนี้ 

  1. sinh coshu du u c   

  2. cosh sinhu du u c   

  3. 2sech tanhu du u c   

  4. 2csch cothu du u c   

  5. sech tanh sechu u du u c    

  6. csch coth cschu u du u c    

 

ตัวอยาง 2.30   

 1. sinh coshx dx x c   

 2. cosh sinhx dx x c   

 3. 2sech tanhx dx x c   

 4. 2csch cothx dx x c   

 5. sech tanh sechx x dx x c    

 6. csch coth cschx x du x c    
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 จากตัวอยาง 2.30 เปนการใชสูตรหารหาปริพันธโดยตรงโดยไมใชเทคนิคใด ๆ เขามาชวยแต

บางครั้งการหาปริพันธของฟงกชันไฮเพอรโบลิกนอกจากจะใชสูตรแลวยังตองอาศัยเทคนิคเปลี่ยนตัว

แปรและเทคนิคอ่ืน ๆ เขามาชวย แตสำหรับในบทนี้นั้นใชเพียงเทคนิคเปลี่ยนตัวแปรเทานั้นดังตัวอยาง

ตอไปนี้  

   

ตัวอยาง 2.31  จงหาคา sinh(3 8)x dx  

วิธีทำ   3 8u x   

          

3du dx  

จะได
 

3sinh(3 8) sinh
3
dxx dx u    

             

  

1 sinh
3
1 cosh
3
1 cosh(3 8)
3

]
]

udu

u c

x c

 

 

  

 

ดังนั้น  
1sinh(3 8) cos(3 8)
3

x dx x c     

 

ตัวอยาง 2.32  จงหาคา cosh(2 1)x dx  

วิธีทำ   2 1u x   

          

2du dx  

จะได
 

2cosh(2 1) cosh
2
dxx dx u    

             

  

1 cosh
2
1 sinh
2
1 sinh(2 1)
2

]
]

udu

u c

x c

 

 

  

 

ดังนั้น  
1cos(2 1) sin(2 1)
2

x dx x c     

 

ตัวอยาง 2.33  จงหาคา 2sech (7 2)x dx  

วิธีทำ   7 2u x   

          

7du dx  
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จะได
 

2 2 7sech (7 2) sech
7
dxx dx u    

                

  

21 sech
7
1 tanh
7
1 tanh(7 2)
7

]
]

]

udu

u c

x c

 

 

  

 

ดังนั้น  2 1sech (7 2) tanh(7 2)
7

x dx x c     

 

ตัวอยาง 2.34  จงหาคา 17sinh coshx x dx  

วิธีทำ ให  coshu x

  
          

sinhdu x dx  

จะได
 

17 17
sinh

sinh cosh sinh
sinh

x dx
x x dx x u

x
   

             

17

17

18

18

sinh
sinh

18
cosh

18

]
]

ux u
x

u du

u c

x c

 
 

 

 

   

  

 

ดังนั้น 
18

17 cossinh cosh
18

xx x dx c   

 

ตัวอยาง 2.35  จงหาคา 4 5 55 sech tanhx x x dx  

วิธีทำ ให  
5u x

  

         

45du x dx  
จะได

 
4 5 5 45 sech tanh 5 sech tanhx x x dx x u udx   

         
4

4
4

55 sech tanh
5
x dxx u u
x

   
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5

sech tanh

sec

sec

]
]

u udu

u c

x c

 

  

  

 

ดังนั้น 4 5 5 55 sech tanh secx x x dx x c   

 

ตัวอยาง 2.36  จงหาคา sin2
1 cos2

x dx
x




 

วิธีทำ ให  1 cosh2u x   
          2sinh2du xdx   

 จะได 
 
 
2 sinh2sinh2 sinh2
2 sinh21 cosh2

x dxx xdx
xx u


 


 

             

1 2

1 2

1 2

1 2

sinh2
2 sinh2

1 1
2
1
2

1
2 1

2

1 cosh2

]
]

]
]

x du
xu

du
u

u du

u c

u c

x c



  

  

  
            

  

   

 

 

ดังนั้น  sinh2 1 cosh2
1 cosh2

x dx x c
x

   


 

 

ตัวอยาง 2.37  จงหาคา 2tanh sechx x dx  

วิธีทำ ให  tanhu x  

         

2sechdu x dx  

จะได
 

2
2 2

2

(sech )tanh sech sech
sech

x dxx x dx u x
x

   

                2
2sech

sech
duu x

x
   
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1 2

3 2

3 2

2
3
2 tanh
3

]
]

u du

u c

x c

 

 

 

 

ดังนั้น 
3 22 2tanh sech tanh

3
x x dx x c   

 

ตัวอยาง 2.38  จงหาคา 4

coth
csch

x dx
x

  

วิธีทำ ให  cschu x  
          csch cothdu x x dx  

จะได 
4 4

( csch coth )coth coth
csch cothcsch

x x dxx xdx
x xx u


  

 

              

4

4

5

5

4

4

4

coth
( csch coth )

1
( csch )

1

4

4
1 (csch )
4

]

]
]
]

x du
x xu

du
xu

du
u

u du

u c

u c

x c









  

  

 


 

        

 

 

 

          

ดังนั้น  4
4

coth 1 (csch )
4csch

x dx x c
x

   

 

 จากตัวอยางท่ีผานมาจะเห็นวาการหาปริพันธของฟงกไฮเพอรโบลิกใชวิธีคลายกับฟงกชัน

ตรีโกณมิตเิพียงแตใชสูตรความสัมพันธของฟงกชันไฮเพอรโบลิกแทนดังตัวอยางไวดังตอไปนี้ 
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ตัวอยาง 2.39  จงหาคา 2tanh 2x dx  

วิธีทำ ให  
2 2tanh 2 (1 sech 2 )x dx x dx    

                     

21 sech 2

1 tanh2
2

]
dx x dx

x x c

  

  
 

ดังนั้น 2 1tanh 2 tanh2
2

x dx x x c    

 

2.4 ปริพันธของฟงกชันตรีโกณผกผันและฟงกชันไฮเพอรโบลิกผกผัน 

 ฉวีวรรณ รัตนประเสริฐ และคณะ (2561 : 109) และ Harold Jan R.T. (2015 : 14). ไดให

สูตรการหาอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติผกผัน ทำใหไดสูตรปริพันธของฟงกชันตรีโกณมิติผกผัน 

ดังตอไปนี้ โดยกำหนดให ( )u f x   

 1

2

1sin
1

d u
du u

 


 และ 1

2

1cos
1

d u
du u

  


 

จะไดสูตรปริพันธ  

  1

2

1 sin
1

du u c
u

 


 

1

2

1 cos
1

du u c
u

  


 

 นอกจากปริพันธที่ไดแสดงไวขางตนแลวยังมีสูตรการหาปริพันธของฟงกชันตรีโกณมิติใน

รูปแบบอื่น ๆ อีก โดย จันทนีย กาญจนะโรจน และชุลี โชติกประคัลภ (2557 : 365) ไดสรุปไวดังนี้ 

  

1

12

1

12

1

12

1

2 2

1
2 2

sin1
cos1

tan1
cot1

sec1
csc1

1 1 tan

1 1 sin

]
]
]
]

u c
du

u cu

u c
du

u cu

u c
du

u cu u

udu c
a aa u

udu c
a aa u

















     
     
     

 


  

   



56 
 

ตัวอยาง 2.40  

 1. 1

2

1 sin
1

dx x c
x

 


 

 2. 1
2

1 tan
1

dx x c
x

  
 

 3. 1

2

1 sec
1
dx x c

x x
 


  

 4. 1

2

1 csc
1
dx x c

x x
  


 

5. 1

2 2

1 1 tan
3 33

xdx c
x

 


 

6. 1
2 2

1 1 sin
7 77

xdx c
x

  
 

 

 จากตัวอยาง 2.40 เปนการใชสูตรหารหาปริพันธโดยตรงโดยไมใชเทคนิคใด ๆ เขามาชวยแต

บางครั้งการหาปริพันธของฟงกชันตรีโกณมิตผิกผันนอกจากจะใชสูตรแลวยังตองอาศยัเทคนิค

เปลี่ยนตัวแปลและเทคนิคอ่ืน ๆ เขามาชวยดวยแตสำหรับในบทนี้นั้นใชเพียงเทคนิคเปลี่ยนตัวแปร

เทานั้นดังตัวอยางไวดังตอไปนี้  

 

ตัวอยาง 2.41  จงหาคา 
2

3
1 9

dx
x




 

วิธีทำ จากสูตร 1

2

1 sin
1

du u c
u

 


 

 ให  3u x  
          3du dx  

 จะได 
2 2

3 3
1 9 1 (3 )

dx dx
x x

 
 

 

               

2

2

2

3
1

3 3
31

3
31

]
]

dx
u

dx
u

du
u

  

 


  
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2

1

1

1
1

sin

sin 3

]
]

du
u

u c

x c





 


 

 

 

ดังนั้น  1
2

3 sin 3
1 9

dx x c
x

 


 

 

ตัวอยาง 2.42  จงหาคา 2

7
6 25

dx
x x


 

 

วิธีทำ 
2 2

7 7
6 25 ( 6 9) 16

dx dx
x x x x

 
    

 

           
2 2

7
( 3) 4

dx
x

 
 

  

 ให   3u x   
          du dx  

 จะได 
2 2 2 2

7 7
( 3) 4 4

dx dx
x u

 
  

 

        
2 2

2 2

7
4
17
4
]

du
u

du
u

 


 


 

        

1

1

17 tan
4

7 tan ( 3)
4

]
u c

x c





      

  
 

ดังนั้น  1
2

3 7 tan ( 3)
41 9

dx x c
x

  


 

 

 นอกจากปริพันธของฟงกชันตรีโกณมิติผกผันแลวก็จะมีปริพันธของฟงกชันไฮเพอรโบลิกผก

ผันซึ่งสูตรและวิธีการทำก็จะคลายกันกับปริพันธฟงกชันตรีโกณมิติผกผันเพียงแคใชคุณสมบัติของไฮ

เพอรโบลิกผกผันดังที่ ทศพร คายอุดม และคณะ (2558 : 2) ไดสรุปสูตรการหาไวดังนี้ 

 1. 1 2

2

1 sinh ln( 1 )
1

du u c u u c
u

     


 

 2. 1 2

2

1 cosh ln( 1)
1
du u c u u c

u
     


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 3. 
1

12

tan , 11
coth , 11

u c u
du

u c uu





       
 

   
1 1ln
2 1

u c
u

     
 

 4. 1

2

1 sech
1

du u c
u u

  


 

 5. 1

2

1 csch
1

du u c
u u

  


 

 

2.5 สรุปทายบท 

 ปริพันธของฟงกชันอดิศัยในบทนี้จะศึกษาทั้งหมด 4 เรื่องไดแก ปริพันธของชันตรีโกณมิติ 

ฟงกชันตรีโกณมิติผกผัน ฟงกชันชี้กำลังและฟงกชันลอการิทึม ฟงกชันไฮเพอรโบลิก และฟงกชันไฮ

เพอรโบลิกผกผัน โดยการหาปริพันธในบทนี้นั้นจะเปนการใชสูตรการหาปริพันธทั้งหมดดังนี ้

 ปริพันธของชันตรีโกณมิติ 
  1. sin cosu du u c     2. cos sinu du u c   

  3. 2sec tanu du u c    4. 2csc cotu du u c   

  5. sec tan secu u du u c   6. csc cot cscu u du u c    

 ปริพันธฟงกชันชี้กำลังและฟงกชันลอการิทึม 

  1. 
1 lndu u c
u

     2. u ue du e c   

  3. , 0
ln

u
u aa du c a

a
    และ 1a   

 ปริพันธของฟงกชันไฮเพอรโบลิก 

  1. sinh coshu du u c    2. cosh sinhu du u c   

  3. 2sech tanhu du u c   4. 2csch cothu du u c   

  5. sech tanh sechu u du u c    

  6. csch coth cschu u du u c    
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ปริพันธของฟงกตรีโกณมิติผกผัน 

 1. 
1

12

sin1
cos1

u c
du

u cu





     
 2. 

1

12

tan1
cot1

u c
du

u cu





     
 

 3. 
1

12

sec1
csc1

u c
du

u cu u





     
 4. 1

2 2

1 1 tan udu c
a aa u

 


 

 5. 1

2 2

1 1 tan udu c
a aa u

 


 6. 1
2 2

1 1 sin udu c
a aa u

  
 

 

ปริพันธของฟงกชันไฮเพอรโบลิกผกผัน 

1. 1 2

2

1 sinh ln( 1 )
1

du u c u u c
u

     


 

 2. 1 2

2

1 cosh ln( 1)
1
du u c u u c

u
     


 

 3. 
1

12

tan , 11
coth , 11

u c u
du

u c uu





       
 

   
1 1ln
2 1

u c
u

     
 

 4. 1

2

1 sech
1

du u c
u u

  


 

 5. 1

2

1 csch
1

du u c
u u

  

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แบบฝกหัดทายบทที่ 2 
 

1. จงหาคาปริพันธตอไปนี้ 

1.1   sin(2 1)x dx    1.2   cos(2 1)x dx  

1.3   2sec ( 1)x dx    1.4   2csc (3 5)x dx  

1.5   sec(2 9)tan(2 9)x x dx   1.6   csc( 2)cot( 2)x x dx   

1.7   2 3 33 sec tanx x x dx   1.8   cos 3
1 sin 3

x dx
x




 

1.9   2tan2 sec 2x x dx   1.10 10sec 2 tan2x x dx  

 

2. จงหาคาปริพันธตอไปนี้ 

2.1  
1
5
dx

x 
   2.2  2 5

x dx
x




 

2.3  
4

2 5
dx

x 
   2.4  2

3
5

x dx
x




 

2.5  
7
5
dx

x 
   2.6  

3

4

4
5

x dx
x




 

2.7  3
6 7

dx
x 

   2.8  2

1
2 9

x dx
x x




 
 

 

3. จงหาคาปริพันธตอไปนี้ 

3.1  2 3xe dx    3.2  53 xe dx  

3.3  2xe dx     3.4  
25 7xxe dx   

3.5  
22 3xxe dx    3.6  5 100xe dx  

3.7  2 311 x dx    3.8  53 x dx  

3.9  
22 3100 xx dx    3.10 5 10012 x dx  
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4. จงหาคาปริพันธตอไปนี้ 

4.1   sinh(2 1)x dx   4.2   cosh(2 1)x dx  

4.3   2sech ( 1)x dx   4.4   2csch (3 5)x dx  

4.5   2 3 33 sech tanhx x x dx  4.6   sech(2 9)tanh(2 9)x x dx   

4.7   cosh 3
1 sinh 3

x dx
x




  4.8   csch( 2)coth( 2)x x dx   

4.9   2tanh2 sec 2x x dx   4.10 10sech 2 tanh2x x dx  

 

5. จงหาคาปริพันธตอไปนี้ 

 5.1   
2

1
1 (2 1)

dx
x


 

  5.2   
2 21 (3 1)

x dx
x


 

 

 5.3   
2 2

2 5
1 ( 5 )

x dx
x x



 

  5.4   
2

1
1 (7 1)

dx
x


 

 

 5.5   
2 2

6 1
1 (3 )

x dx
x x



 

  5.6   
2

1
1 16

dx
x




 

 5.7   
2

1
3 1

dx
x x




   5.8   
2

1
(3 7) (3 7) 1

dx
x x


  

 

 

6. จงหาคาปริพันธจำกัดเขตตอไปนี้ 

6.1  
0
sin(2 1)x dx


    6.2  

0

1
sin(2 1)x dx


  

6.3  2tan2 sec 2x x dx



   6.4 

 

3

0

1
6 2

dx
x  

 

6.5  
1

2
0 9

x dx
x




   6.6
  

0
3

1

xe dx

  

6.7
  

21

0

xxe dx     6.8  
5

3 9

2

xe dx  
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