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แผนบริหารการสอนประจำบทที่ 1 

ปฏิยานุพนัธและปริพันธจำกัดเขต 

 

เนื้อหาประจำบท 

1. ปฏิยานุพันธ 

2. คุณสมบัติของปริพันธไมจำกัดเขต 

3. การหาปฏิยานุพันธโดยการเปลี่ยนตัวแปร 

4. ปริพันธจำกัดเขต 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. อธิบายและใหความหมายของปฏิยานุพันธและอนุพันธได 

2. สามารถหาปฏิยานุพันธของฟงกชันที่กำหนดใหได 

3. บอกคุณสมบัติของปริพันธไมจำกัดเขตได 

4. สามารถหาปฏิยานุพันธโดยการเปลี่ยนตัวแปร 

5. บอกความหมายของปริพันธจำกัดเขตได 

6. สามารถหาปริพันธจำกัดเขตได 
 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจำบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปนี้พรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

1.1 ปฏยิานุพันธ 

1.2 คุณสมบัติของปริพันธไมจำกัดเขต 

1.3 การหาปฏิยานุพันธโดยการเปลี่ยนตัวแปร 

1.4 ปริพันธจำกัดเขต 

2. ใหนักศึกษาทำกิจกรรมตอไปนี ้

  2.1.  ศึกษาขอมูลจาก เกี่ยวกับเรื่องปฏิยานุพันธเพ่ิมเติม 

  2.2.  ทำแบบฝกหัดที่กำหนดให 

 

สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

3. ใบงาน 

 

 



12 
 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความตั้งใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 

2. การตอบคำถาม 

3. ทดสอบทายชั่วโมง 

4. การมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน 
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บทที่ 1 

ปฏิยานุพันธและปริพันธจำกัดเขต 
 

ในการศึกษาแคลคลูัสนั้นโดยทั่ว ๆ ไปจะแบงเนื้อหาที่สำคัญ ๆ ออกเปน 2 สาขา คือสาขา

หนึ่งทำการเกี่ยวกับเรื่องการหาอนุพันธ ซึ่งไดทำการศึกษามาแลวในรายวิชาแคลคูลัส 1 สวนอีกสาขา

หนึ่งเปนการศึกษาเก่ียวกับเรื่องการหาปริพันธ สำหรับปริพันธนี้เมื่อใชเก่ียวของกับแคลคูลัสกลาวโดย

พ้ืนฐานคือ การแสดงจำนวนทั้งหมด หรือ ผลบวกของผลรวม แตถาเปนความหมายในเชิงคณติศาสตร

ทั่ว ๆ ไป คือ การหาพื้นที่ปดลอมดวยเสนโคง การหาปริมาตร การหาความยาวเสนโคง การหา

จุดศูนยถวง ตลอดจนการประยุกตในดานอ่ืน ๆ เชน วิทยาศาสตร วิศวกรรมศาสตร และเศรฐศาสตร 

เปนตน โดยท่ัวไปแลว การศึกษาเก่ียวกับการหาปริพันธจะตองควบคูไปกับการหาอนุพันธ นั่นคอื 

การศกึษาในเรื่องอนุพันธนั้นจะเริ่มจากศึกษาการกำหนดฟงกชัน f  แลวใหหาอนุพันธของ f  คือ f   
แตสำหรับการศึกษาปฏิยานุพันธนั้นเราจะศึกษาปญหาที่ตรงขามกับปญหาที่กลาวมาขางตนแลว จะได 

เมื่อกำหนดอนุพันธฟงกชัน f   แลวเราสามารถที่จะหาฟงกชัน f  ได 

 

1.1 ปฏิยานุพันธ 

 สุนทรีย ปาลวัฒนชัย (2563 : 85) และกวิยา เนาวประทีป (2555 : 113) ไดใหบทนิยามท่ี

สำคัญและเก่ียวของกับการหาปริพันธเพ่ือใหเขาใจความหมายของ ฟงกชันท่ีหาคาไดบนชวง ใด ๆ 

และปฏิยานุพันธดังตอไปนี้ 

  

 บทนิยาม 1.1 

  ฟงกชัน f  เปนฟงกชนัท่ีหาคาไดบนชวง I  ถา สำหรับทุก ๆ x I  แลวทำให  

( )f x  หาคาได 

  

 

บทนิยาม 1.2 

  ให f  เปนฟงกชันที่หาคาไดบนชวง I  ถามีฟงกชัน F  ซึ่ง ( ) ( )d F x f x
dx

  

ทุก x I  แลวจะเรียก F  วา ปฏิยานพัุนธ ของ f  บน I  

 

 ตอไปจะเปนตัวอยางแสดงปฏิยานุพันธ ของฟงกชัน ( )f x  ใด ๆ 

 

 



14 
 

ตัวอยาง 1.1   

2x   เปนปฏิยานุพันธของ 2x   เพราะ 2 2d x x
dx

  

4

4
x   เปนปฏิยานุพันธของ 3x   เพราะ 

4
3

4
d x x
dx

      
 

33 1x   เปนปฏิยานุพันธของ 29x   เพราะ 3 23 1 9( )d x x
dx

   

2 5x    เปนปฏิยานุพันธของ 2x   เพราะ 2 5 2( )d x x
dx

   

 33 5x   เปนปฏิยานุพันธของ 29x   เพราะ 3 23 5 9( )d x x
dx

   

 

จากตัวอยาง 1.1 จะเห็นวา 2x  และ 2 5x   ตางก็เปนปฏิยานุพันธของ 2x  และ 33 1x 

กับ 33 5x   ก็เปนปฏิยานุพันธของ 29x  ทั้งคู ดังนั้นแสดงใหเห็นวาฟงกชันหนึ่งมีปฏิยานุพันธได

มากกวาหนึ่งฟงกชัน ซึ่งความจริงนี้เปนจริงสำหรับฟงกชันถา ( )F x  เปนปฏิยานุพันธของ ( )f x  แลว

( )F x c  ก็เปนปฏิยานุพันธของ ( )f x  ดวย เมื่อ c  เปนตัวคงคาใด ๆ ทั้งนี้เพราะวา 
 

 
( ) ( ) ( ) 0 ( )d d dF x c F x c f x f x

dx dx dx
          

 

 โสภาพรรณ ทิพยโยธา และวีรศักดิ์ วาจาบัณฑิตย (2559 : 121) ไดใหทฤษฎีบททีแ่สดงให

เห็นวาถา ( )F x  เปนปฏิยานุพันธของ ( )f x  บนชวง I  แลวปฏิยานุพันธอ่ืน ๆ ของ ( )f x  บน I  จะ

อยูในรูป ( )F x c  เม่ือ c  เปนตัวคงคาใด ๆ ดังตอไปนี้ 

 

ทฤษฎีบท 1.1 

ถา ( ) ( )F x G x   สำหรับทุก ๆ x I  แลวจะมตีัวคงคา c  ซึ่ง 

( ) ( )F x G x c  ทุก ๆ x I  โดยที่ c  เปนตัวคงคาใด ๆ 

 

 

 จากทฤษฎีบท 1.1 ทำใหเราสามารถกำหนดรูปทั่วไปของปฏิยานุพันธของ ( )f x  ไดเปน 

( )F x c  เม่ือ F  เปนปฏิยานุพันธบางตัวของ f  และ c  เปนตัวคงคาใด ๆ และจะเรียก 

( )F x c  วาเปนปฏิยานุพันธทั่วไปของ f  บน I  โดยธีระศักดิ์ อุรัจนานนท (2564 : 368) และ 

วิชัย วิทยาเกียรติเลิศ (2558 : 193) ไดใหบทนิยามที่เก่ียวของไวดังตอไปนี้ 
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 บทนิยาม 1.3 

  ให f เปนฟงกชันท่ีหาคาไดบนชวง I  แลวจะเรียกปฏิยานุพันธทั่วไป 

ของ f  บน I  วา ปริพันธไมจำกดัเขต ของ f  แทนดวย ( )f x dx  หรือเขียนยอ ๆ 

ดวย f  นั่นคือ ( ) ( )f x dx F x c   

  เครื่องหมาย dx  เรียกวาเครื่องหมายปริพันธเทียบกับ x  

วิธีการหาปริพันธไมจำกัดเขตเรียกวา การหาปฏิยานุพันธ หรือ ปริพันธไมจำกัดเขต 

ตัวคงคา c  ในปริพันธไมจำกัดเขต เรียกวา ตัวคงคาของการหาปฏิยานุพันธ 

ฟงกชัน f  หรือ ( )f x  เรียกวา ปริพัทธ 

และเรียก x  วา ตัวแปรหุนของการหาปริพันธ 

 
 

ตัวอยาง 1.2 

 3 44x dx x c     เนื่องจาก 4 3( ) 4d x c x
dx

   

 2 31( 1) ( 1)
3

x dx x c     เนื่องจาก 3 21 ( 1) ( 1)
3

d x c x
dx

        
 

 

 Harold Jan R.T. (2015 : 2) ไดใหสูตรสำหรับหาปริพันธไมจำกัดเขตซึ่งสอดคลองกับบท

นิยาม และตัวอยางที่ผานมาดังตอไปนี้ 

  1. k dx kx c   
เมื่อ k  เปนตัวคงคาใด ๆ  

  2. 
1

1

n
n xx dx c

n



  
 เม่ือ n  เปนจำนวนจริงใด ๆ ซึ่ง 1n    

 

ตัวอยาง 1.3 

 8 8dx x c   

 
4

3

4
xx dx c   

 4 55x dx x c   

 

 นอกจากสูตรอยางงายในการหาปริพันธที่ไดกลาวมาขางตนแลวซึ่งในการหาปริพันธบาง

ฟงกชันนั้นสูตรอยางงายก็ไมเพียงพอที่จะหาปริพันธไดดังนั้นจึงตองศึกษาคุณสมบัติตาง ๆ ที่เก่ียวของ

กับการหาปริพันธเพ่ิมเติมในหัวขอตอไปนี้ 
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1.2 คุณสมบัติของปริพันธไมจำกัดเขต 

 สุรวิทย ตันแตงผล และอนุสรณ ชนวีรยุทธ (2557 : 146) และเบญจวรรณ โรจนดิษฐ (2556 

: 283) ไดแสดงทฤษฎีบทที่สำคัญสำหรับการหาปริพันธที่อยูในรูปแบบการคูณกับคาคงที่ และการบวก 

ดังตอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 1.2  

 ให f  และ g  เปนฟงกชันท่ีมีปฏิยานุพันธ จะไดวา 

   1. ( ) ( )kf x dx k f x dx   เม่ือ k  เปนตัวคงคาใด ๆ 

   2. [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx      
 

จากทฤษฎีบทดังกลาวทำใหไดขอสรุปโดยทั่วไปวา ถา 1 2 3, , , , nf f f f  เปนฟงกชันที่มี     

ปฏิยานุพันธ และ 1 2 3, , , , nk k k k  เปนตัวคงคาใด ๆ แลวจะไดวา 

1 1 2 2 1 1 2 2[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( )n n n nk f x k f x k f x dx k f x dx k f x dx k f x dx          

 

ตัวอยาง 1.4  จงหาคา 2( 3 1)x x dx   

วิธีทำ 2 2( 3 1) 3 1x x dx x dx x dx dx         

          22 3 1 3 1x dx x dx dxx x dx        

        
3 2

1 2 3
3

3 2
[ ]x xc c x c

   
           
      

  

 โดยท่ี 1 2,c c  และ 3c  เปนตัวคงคาใด ๆ และให 1 2 3c c c c    ได 

     

3 23
3 2
x x x c      

ดังนั้น
  

3 2
2 3( 3 1)

3 2
x xx x dx x c        

 

จากตัวอยาง 1.3 เราสามารถรวมตัวคงคาทั้งสามคาคอื 1 2,c c , และ 3c  ใหตัวคงคาเพียงตัว

เดียวคือ c  เพียงตัวเดียวตั้งแตนี้เปนตนไป c  ที่ไดจากการหาปริพันธ หมายถึงตัวคงคา ดังตัวอยาง

ตอไปนี้ 
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ตัวอยาง 1.5  จงหาปฏิยานุพันธของ 34 2 5x x   

วิธีทำ ปฏิยานุพันธของ 34 2 5x x   คือ 3(4 2 5)x x dx   
3 3

3

4 2

4 2

(4 2 5) 4 2 5

4 2 5

4 2 5
4 2

5

]
]

]

x x dx x dx x dx dx

x dx x dx dx

x x x c

x x x c

       

    

   

   

 

ดังนั้น  ปฏิยานุพันธของ 34 2 5x x  คือ 4 2 5x x x c    

  

 จากตัวอยางท่ีผานมาเราใชทฤษฎีบท 1.1 และ 1.2 หาปริพันธของฟงกชันไดสะดวกและ

รวดเร็วมากยิ่งข้ึนโดยไมตองทำหลายข้ันตอน ดังนี้ 

 

ตัวอยาง 1.6  จงหาปฏิยานุพันธของ 3 2 1x x   

วิธีทำ 
4 2

3 2( 2 1)
4 2

]x xx x dx x c       

ดังนั้น  ปฏิยานุพันธของ 3 2 1x x   คือ 
4

2

4
x x x c    

 

ตัวอยาง 1.7  จงหาคา
23 2 1x x dx

x
 

  

วิธีทำ 
2 2

1 2

3 2 1 3 2 1x x x xdx dx
xx

      

      

 

 

2

1 2 1 2 1 2

3 2 1 2 1 2

5 2 3 2
1 2

2 3 2 1

3

3

2

6 4 2
5 3

1

]
]

x x dx
x x x

x x x dx

x x

x dx

x c



       





 

   



 

ดังนั้น
  

5 2 3 22
1 23 2 1 6 4 2

5 3
x x x xdx x c

x
       
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ตัวอยาง 1.8  จงหาคา 3 5x x dx   

วิธีทำ 1 33( 5) ( 5)x x dx x x dx       

            

1 3

4 3 2

4 3 2

( 5)

5
4 2
3

3 5
4 2

]

x x dx
x x x c

x x x c

  

   

   

 

ดังนั้น
  

4 3 2
3 35 5

4 2
x xx x dx x c       

 

ตัวอยาง 1.9  จงหาคา
2(3 1)x dx  

วิธีทำ 
2 2(3 1) (9 6 1)x dx x x dx      

        

  2

3 2

3 2

2
3 (9 6 1)

9
3 2

1

6

3 3

]
]

x x dx

x x x c

xd

x c

x

x x

   

   

   


 

ดังนั้น
  

2 3 2(3 1) 3 3x dx x x x c      

 

ตัวอยาง 1.10  จงหาคา
3( 7)x dx  

วิธีทำ 
3 3 2( 7) ( 21 147 343)x dx x x x dx       

               

4 3 2

4 2
3

4 3 2

21 147 343
4 3 2

1477 343
4 2
1 1477 343
4 2

]
]
]

x x x x c

x xx x c

x x x x c

    

    

    

 

ดังนั้น  
3 4 3 21 147( 7) 7 343

4 2
x dx x x x x c       
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1.3 การหาปริพันธโดยการเปลี่ยนตัวแปร 

 จากตัวอยางที่ผานมาพบวาการหาปริพันธของฟงกชันกำลังสองนั้นทำไดไมยาก เชนการหา

ปริพันธของ
2(3 1)x dx  แตเนื่องจาก 2 2(3 1) 9 6 1x x x     สำหรับ 

2(3 1)x dx

นั้นสามารถหา 2(9 6 1)x x dx   แทนได แตถาเลขยกกำลังมากกวาสอง รวมทั้งกรณีที่เลขชี้

กำลังไมเปนจำนวนเต็มนั่นคือเราไมสามารถกระจายได ดังนั้นฟงกชันที่เราตองการหาปริพันธนั้นอยูใน

รูปแบบดังกลาว จึงตองอาศยัทฤษฎีบทท่ี เฟองฟา ศรีจันทพงศ และคณะ (2553 : 133-134) ไดแสดง

ไวดังตอไปนี้ 

 

 ทฤษฎีบท 1.3 

  ให ( )u g x เปนฟงกชันท่ีสามารถหาอนุพันธไดบนชวง I  และให ( )f u   

เปนฟงกชันท่ีมี ( )F u  เปนปฏิยานุพันธบนชวง I จะได 

[ ( )] ( ) [ ( )]f g x g x dx F g x c    

หรือ               ( ) ( )f u du F u c   โดยที่ c  เปนตัวคงคาใด ๆ 

ตัวอยาง 1.11  จงแสดงวา 
1[ ( )][ ( )] ( )

1

n
n f xf x f x dx c

n


   

 

เมื่อ n  เปนจำนวนจริงที่ 1n    

วิธีทำ เนื่องจาก 
1 1[ ( )] [ ( )]

1 1

n nd f x d f x dc c
dx n dx n dx

    
            

 

       11 [ ( )] 0
1

nd f x
n dx

    
 

        

1 ( 1)[ ( )] ( )
1

[ ( )] ( )]
n

n

dn f x f x
n dx

f x f x

 
     



 

นั่นคือ  
1[ ( )][ ( )] ( )

1

n
n f xf x f x dx c

n


   

 

 

จากตัวอยาง 1.11 ถาให ( )u f x  จะได ( )du f x dx  ดังนั้น 

 
1

[ ( )] ( ) , 1
1

n
n n uf x f x dx u du n

n


     

  

จึงทำใหไดสูตรสำหรับการหาปริพันธฟงกชันยกกำลัง คือ 

 
1

1

n
n uu du c

n



  
 เม่ือ n  เปนจำนวนจริงที่ 1n   และ c  เปนตัวคงคาใด ๆ  
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ตัวอยาง 1.12  จงหาคา 20(3 1)x dx  

วิธีทำ ให  3 1u x   

         

3 1

3

( )

]
du d x
dx dx
du
dx

 


 

 หรือ 
3
dudx   

นั่นคือ
 

20 20(3 1)
3
dux dx u    

20

21

21

21

1
3
1
3 21

63
(3 1)

63

u du

u c

u c

x c

 
      

 

 

 

ดังนั้น
  

21
20 (3 1)(3 1)

63
xx dx c    

 

ตัวอยาง 1.13  จงหาคา 3 1x dx  

วิธีทำ ให  3 1u x   

                  

3 1

3

( )

]
du d x
dx dx
du
dx

 


 

 หรือ 
3
dudx   

 จะได 3 1
3
dux dx u    

                

1 2

3 2

3

1
3 3

2

]
duu

u c

 

           
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3 2

3 2

2
9
2 (3 1)
9

]
u c

x c

 

  
 

ดังนั้น  3 223 1 (3 1)
9

x dx x c     

 

ตัวอยาง 1.14  จงหาคา 2 35 1x x dx  

วิธีทำ ให  35 1u x   

                  

3

2

5 1

15

( )

]
du d x
dx dx
du x
dx

 


 

 หรือ 215
]dudx

x
  

 จะได 2 3 2
25 1

15
dux x dx x u
x

    

      

3 2

1 22
2

1 2

1 2

3 2

3 23

15

15
1
15

1
15 1 1

2
2
45
2 5 1
45

( )

]
]

]
]

]

dux u
x

duu

u du

u c

u c

x

 

 

 

           

 

 

 

ดังนั้น  3 22 3 325 1 5 1
45

( )x x dx x    
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ตัวอยาง 1.15  จงหาคา 2 31(5 1)x x dx  

วิธีทำ ให  25 1u x   

                  

25 1

10

( )

]
du d x
dx dx
du x
dx

 


 

 หรือ 
10
]dudx

x
  

 จะได 2 31 31(5 1)
10
dux x dx xu
x

    

       

31

31

32

32

2 32

10
1
10
1
10 32

320
5 1

320
( )

]
]

]
]

duu

u du

u c

u c

x c

 

 

      

 

 

 

ดังนั้น  
2 32

2 31 5 1(5 1)
320

( )xx x dx c    

 

ตัวอยาง 1.16  จงหาคา 2( 1) 3 6 9x x x dx    

วิธีทำ ให  23 6 9u x x    

                  

23 6 9

6 6

( )

]
du d x x
dx dx
du x
dx

  

 
 

 หรือ 
6 6

]dudx
x




 

 จะได 2( 1) 3 6 9 ( 1)
6 6
dux x x dx x u
x

      
 

                ( 1)
6( 1)

dux u
x

  
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1 2

3 2

3 2

3 22

6
1
6
1
6
1
6 3

2
2
18
1 (3 6 9)
9

]
]
]
]

]

duu

u du

u du

u c

u c

x x c

 

 

 

 

 

   

 

ดังนั้น  3 22 21( 1) 3 6 9 (3 6 9)
9

x x x dx x x c        

 

ตัวอยาง 1.17  จงหาคา
3

4 2 5

2
( 1)

x x dx
x x




 
 

วิธีทำ ให  4 2 1u x x    

         
4 2

3

1

4 2

( )du d x x
dx dx
du x x
dx

  

 
 

 หรือ 3(4 2 )
]dudx

x x



 

 จะได 
3 3

4 2 5 5

2 2
( 1)

x x x xdx dx
x x u

  
 

 

          

3

5 3

3

5 3

5

5

2
(4 2 )

2
2(2 )

1 1
2
1
2

]
]
]

x x du
u x x

x x du
u x x

du
u

u du

  

  

 

 
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4

4

4 2 4

1
2 4

1
8
1 ( 1)
8

]
]

u c

u c

x x c







      

  

    

 

  

ดังนั้น  
3

4 2 4
4 2 5

2 1 ( 1)
8( 1)

x x dx x x c
x x

     
 

 

 

 สำหรับเทคนิคการเปลี่ยนตัวแปรที่ผานมานั้นถาเราเริ่มมีความเขาใจมากขึ้นแลวเราสามารถใช

วิธีการดังตัวอยางที่จะกลาวตอไปนี้ไดเพราะจะทำใหการแสดงวิธีทำนั่นสะดวกและรวดเร็วมากยิ่งข้ึน 

 

ตัวอยาง 1.18  จงหาคา 99(3 5)x dx  

วิธีทำ ให    3 5u x   

 

จะได 3du dx  

นั่นคือ
 

99 99(3 5)x dx u dx    

   

99

99

99

100

100

3
3

3
1
3
1
3 100

(3 5)
300

]
]

dxu

duu

u du

u c

x c

 

 

 

      

 

 

ดังนั้น
  

100
99 (3 5)(3 5)

300
xx dx c    

 

ตัวอยาง 1.19  จงหาคา 4 7x dx  

วิธีทำ ให  4 7u x   

                   

4du dx  

 จะได 
44 7
4
dxx dx u    
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1
4

u du   

           

3 2

3 2

1
4 3

2
1 (4 7)
6

]

u c

x c

           

  

 

ดังนั้น  3 214 7 (4 7)
6

x dx x c     

 

ตัวอยาง 1.20  จงหาคา 3 4 12x x dx  

วิธีทำ ให  4 12u x   

                  

34du x dx  

 จะได 
3

3 4 3
3

412
4
x dxx x dx x u
x

    

         

3 2

1 2

3 2

3 24

1
4

1
4 3

2
1
6
1 12
6
( )

]

]
]

]
u du

u c

u c

x c

 

           

 

  

 

ดังนั้น  3 23 4 4112 12
6
( )x x dx x c     

 

ตัวอยาง 1.21  จงหาคา 2 3 330 (5 1)x x dx  

วิธีทำ ให  35 1u x   

                  

215du x dx  

 จะได 
2

2 3 3 2 3
2

1530 (5 1) 30
15
x dxx x dx x u
x

    

                32 u du   
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4

3 4

2
4
5 1

2
( ) ]
u c

x c

 

 
 

ดังนั้น  
3 4

2 3 3 5 130 (5 1)
2

( )xx x dx c    

 

ตัวอยาง 1.22  จงหาคา  2(2 1) 3 3 17x x x dx    

วิธีทำ ให  23 3 17u x x    

                   

 6 3du x dx   

 จะได 2 (6 3)(2 1) 3 3 17 (2 1)
6 3
x dxx x x dx x u
x
      

 

        3 2

3 22

(6 3)(2 1)
3(2 1)

1
3

1
3 3

2
2 (3 3 17)
9

]

]
]

x dxx u
x

u du

u
du

x x c

  

 



   

 

ดังนั้น  3 22 22(2 1) 3 3 17 (3 3 17)
9

x x x dx x x c        

 

ตัวอยาง 1.23  จงหาคา
3

4 2 5

2
( 1)

x x dx
x x




 
 

วิธีทำ ให  4 2 1u x x    

          3(4 2 )du x x dx   

 จะได 
3 3 3

4 2 5 5 3

2 2 (4 2 )
( 1) 4 2

x x x x x x dxdx
x x u x x

   
  

 

              

3

5 3

3

5 3

2
(4 2 )

2
2(2 )

]
x x du
u x x

x x du
u x x

 


 


 



27 

 

  

5

5

4

4 2 4

1 1
2
1
2
1
2 4

1 ( 1)
8

]
]

]

du
u

u du

u c

x x c







 

 

      

    

 

ดังนั้น  
3

4 2 4
4 2 5

2 1 ( 1)
8( 1)

x x dx x x c
x x

     
 

 

 

1.4 ปริพันธจำกดัเขต 

 Ross, F.L. Maurice,.W.D. and Frank, G.R. 2001 : 231) ไดแสดงตัวอักษรกรีก   อานวา 

“ซิกมา” โดยใชสำหรับระบุการบวกซ้ำ ๆ ซึ่งสัญลักษณดังกลาวนี้มีความสำคัญอยางมากในการศึกษา

ปริพันธจำกัดเขต 

 

ตัวอยาง 1.24 

 1 2 31
...

n

k nk
a a a a a


        

 
100

1
1 2 3 100

i
i


       

 
5

2
2 1 5 7 9 11

i
i


      

 

ในกรณทีั่ว ๆ ไปเมื่อกำหนดฟงกชัน f  ที่นิยามบนเซตของจำนวนเต็ม และกำหนดจำนวนเต็ม 

k  และ n k  แทนดวย   

 ( ) ( ) ( 1) ( )
n

i k
f i f k f k f n


        

 ให f  เปนฟงกชันซึ่ง ( ) 0f x   สำหรับทุกคาของ x  บนชวงปด [ , ]a b  กราฟของ f  

เปนเสนโคงอยูเหนือแกน x  การหาพื้นที่ซึ่งอยูใตเสนโคงเหนือแกน x  และอยูระหวางเสน x a  

และ x b  ในหัวขอนี้เราจะพัฒนาวิธีการสำหรับหาพ้ืนท่ีดังกลาว 
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ภาพประกอบ 1.1  แสดงพ้ืนที่ A  บนชวงปด [ , ]a b  

 

Edwin.J.H. and Gilbert.S. (2016 : 519-521) และ เลิศ สิทธิโกศล (2541 : 141-142) ได

แสดงวิธีการหาพื้นที่A  บนชวงปด [ , ]a b  ไวดังนี้ ให f  เปนฟงกชันใด ๆ ที่มีความตอเนื่องบนชวง 

[ , ]a b  แบงชวง [ , ]a b  ออกเปน n  สวนที่เทากัน โดยมีจุดแบงคอื 0 1 2, , ,..., nx x x x  โดยที่  

 0 1 2 na x x x x b          

ดังนั้นแตละชวงจะตองยาว i
b a x
n
    ในแตละชวง 1[ , ]i ix x   ให ( )if x เปนคาของฟงกชัน f  

ณ จุด ix และให nS แทนผลบวกที่กำหนดดังนี ้ 

 1 1 0 2 2 1 1( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]n n n nS f x x x f x x x f x x x          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 1.2 แสดงการหา nS  ชวง [ , ]a b  

 

  

 

 

 

 

0 

 
 

 

  
 

 

0
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 Veselin. J. and Jamie. M. (2018 : 4) และ โสภาพรรณ ทิพยโยธา และวีรศักดิ์ วาจา

บัณฑิตย (2559 : 198) ไดใหบทนิยามของปริพันธจำกัดเขตไวดังนี้ 

 

 บทนิยาม 1.4 

  กำหนดให a  และ b  เปนตัวคงคาใด ๆ โดยที ่ 0a x  และ nx b  

ปริพันธจำกัดเขตของฟงกชัน f  จาก a  ถึง b หาคาไดเม่ือ  

1 1 0 2 2 1 1lim lim ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]n n n nn n
S f x x x f x x x f x x x  

            

หาคาไดจะใชสัญลักษณ ( )
b

a
f x dx  เรียก a  วาคาลิมิตลาง และเรียก b  วาคาลิมิตบน 

นั่นคือ 
1

( ) lim lim ( )
b n

n in n ia
f x dx S f x xi  

    เม่ือ 1i i ix x x     สำหรับ 
 

1,2, 3,...,i n  
  

 

 วัลลภ เหมวงษ (2557 : 175) และประภาศรี อัศวกุล (2555 : 5) ไดแสดงทฤษฎีบทสำหรับ

การหาปริพันธจำกัดเขต เนื่องจากในการหาปริพันธจำกัดเขตโดยใชบทนิยามนั้นจะมีมากมายหลาย

ขั้นตอน ซึ่งทำใหไมสะดวกและเสียเวลาในการหา 

 

 ทฤษฎีบท 1.4 

  ถา ( ) ( )f x dx F x c   (หมายถึง ( )F x c เปนปฏิยานุพันธของ ( )f x ) 

แลว ปริพันธจำกัดเขตของ ( )f x  จาก a  ถึง b  ซึ่งเขียนแทนดวยสัญลักษณ ( )
b

a
f x dx   

มีคาเทากับ ( )
b

a
F x  หรือ ( ) ( ) ( )

x b

x a
F x F b F a




   

 

 จาก  ( )f x dx F x c   จะไดวา  

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

]
]

]
]

bb

aa
f x dx F x c

F b c F a c

F b c F a c

F b F a

     

            
   

 
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 ดังนั้น ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a   เนื่องจากตัวคงคา c  ลบกันไปหมดจึงไมจำเปนตองบวก 

เขาไปในการหาปริพันธจำกัดเขต ดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 1.25  จงหาคา
3

1
2x dx  

วิธีทำ 2x  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง 1,3[ ] 

ได 

3
23

1
1

22
2
]xx dx

 
   
 

 

 

32

1

2 23 1

9 1

8

[ ]

]
]

]

x

 

 



 

ดังนั้น
  

3

1
2 8x dx   

 

ตัวอยาง 1.24  จงหาคา 
2

2

1
( 3 1)x x dx


   

วิธีทำ 2 3 1x x   เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ 1,2]  

 ได 

2
3 22

2

1
1

3( 3 1)
3 2

]x xx x dx x




 
       
 

 

          

3 2 3 22 3(2) ( 1) 3( 1)2 ( 1)
3 2 3 2

8 12 1 32 1
3 2 3 2

8 12 1 32 1
3 2 3 2

9 9 3
3 2
3
2

]
]

]

                
   
   
               

     

  



 ดังนั้น  
2

2

1

3( 3 1)
2

x x dx


    
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ตัวอยาง 1.25  จงหาคา
2

20

0
(3 1)x dx  

วิธีทำ 20(3 1)x   เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [0,2] 
 

 จาก  
21

20 3 1(3 1)
63

( )xx dx c    

 จะไดวา 

2
212

20

0
0

3 1(3 1)
63

( ) ]xx dx
       

 

          

21 21

21

21

3(2) 1 3(0) 1
63 63

15
63 63
5 1

63

( ) ( )

( )

]
]

]

                 
 



 

 

ดังนั้น  
212

20

0

5 1(3 1)
63

x dx    

 

ตัวอยาง 1.26  จงหาคา 
1

2 3

0
5 1x x dx  

วิธีทำ 2 35 1x x   เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง 0,1[ ] 
 

 จากตัวอยาง 1.14 
3

2 3 3 225 1 5 1
45

( )x x dx x c     

 จะได 

1
1 3 22 3 3

0
0

25 1 5 1
45

( ) ]x x dx x
 
      

 

3 2 3 23 3

3 2 3 2

3 2

2 25(1 ) 1 5(0) 1
45 45

2 2(6 ) (1 )
45 45
2 (6 ) 1
45

( ) ( ) ]
]

]

   
            

 

    

 

ดังนั้น  
1 3 22 3

0

25 1 (6 ) 1
45

x x dx       
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1.5 สรุปทายบท 

 การหาปฏิยานุพันธในบทนี้นั้นเปนเพียงการใชคุณสมบัติพ้ืนฐานเพียง 4 ขอดังนี้ 

  k dx kx c   
เมื่อ k  เปนตัวคงคาใด ๆ  

  
1

1

n
n xx dx c

n



  
 เม่ือ n  เปนจำนวนจริงใด ๆ ซึ่ง 1n    

  ( ) ( )kf x dx k f x dx   เม่ือ k  เปนตัวคงคาใด ๆ 

  [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx      

 
ในบทนี้ยังเปนการหาปริพันธโดยเทคนิคการเปลี่ยนตัวแปรแบบงาย ๆ เพราะถาใชเพียง

คุณสมบัติพ้ืนฐานทั้ง 4 ขอที่ไดกลาวมาแลวไมสามารถหาปริพันธได และในหัวขอสุดทายจะเปนการหา

ปริพันธจำกัดเขตจาก ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a   จะใชสูตรนี้ไดนั้นฟงกชัน ( )f x  ตองตอเนื่องบน

ชวง [ , ]a b  เสมอ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



33 

 

แบบฝกหัดทายบทที่ 1 
 

1. จงแสดงวา 2 1x   เปนปฏิยานุพันธของ 2x  

2. จงแสดงวา 5 23 7 1x x   เปนปฏิยานุพันธของ 415 14x x  

3. จงแสดงวา 10 6 4 3 2x x x x     เปนปฏิยานุพันธของ 9 5 310 6 4 3x x x    

4. จงแสดงวิธีทำเพ่ือหาคาปริพันธตอไปนี้ 

4.1  2( 3 1)x x dx    4.2  (2 1)x dx  

4.3  2( 2 )x x x dx   4.4  20( 2 )x x dx  

4.5  
20

2

2 5x x dx
x

 
   4.6  

2

3

2 1x x x dx
x

 
  

4.7  
3 2 9x x dx
x

 
   4.8  

53 2

3

2x x x dx
x


  

4.9  
33 2

9

x x x dx
x

 
   4.10  

14

11

2 5 6x x x dx
x

  
  

 

5. จงใชเทคนิคเปลี่ยนตัวแปรเพ่ือหาปริพันธตอไปนี้ 

5.1  77( 2)x dx    5.2 
  

3(4 100)x dx  

5.3  6 7x dx    5.4  83 (2 7)x dx  

5.5  
2 3(2 3 )x dx    5.6 2( 2 )x x dx  

5.7  
 23 2

dx

x



   5.8.  2( 5 3)x x dx  

5.9
  

22 1
x dx
x




   5.10. 
2

1
2 2

x dx
x x




 
 

 

6. จงหาปริพันธตอไปนี้ 

6.1  2(3 2)x dx    6.2 
  

2 4x dx  

6.3  
2

3

7 9x x dx
x

 
   6.4  

2( 2)x dx
x


  
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6.5  
2 3515 (2 3 )x x dx   6.6 2( )x x x dx  

6.7  
 22

3

3 2

x dx
x




   6.8.  2 3( 1) 3 33x x x dx    

6.9
  

2

1
2 4 99

x dx
x x




 
  6.10. 

3

4

1
4 21

x dx
x x




 
 

 

7. จงหาปริพันธตอไปนี้ 

7.1  
2

2

0

( 3 1)x x dx    7.2  
2

2

1

(3 1)x dx


  

7.3  
2

2 2

0

( 2 )x x x dx   7.4  
2

20

1

( 2 )x x dx  

7.5  
5

2

2

(3 2)x dx    7.6 
  

2
2 20

0

( 2 )x x x dx  

7.7  
3 2

3
2

7 9x x dx
x

 
   7.8  

2 2

1

( 2)x dx
x


  

7.9  
5

2 35

0

15 (2 3 )x x dx   7.10 
5

2 2

3

2 )x x x dx  
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