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                                                    บทที่ 4 

                                 ฐานหลักและมติิของปริภูมิเวกเตอร 

 

           ฐานหลักของปริภูมิเวกเตอรเปนโครงสรางท่ีสำคัญในการอธิบายสมบัติตาง ๆ ของปริภูมิเวกเตอรใน

บทนี้จะกลาวถึงนิยามและทฤษฎีบทเก่ียวกับฐานหลัก การหาฐานหลักของปริภูมิเวกเตอร และฐานหลักของ

ปริภูมิยอยของปริภูมิเวกเตอร จากบทท่ีแลว ไดศึกษาเก่ียวกับเซตท่ีแผท่ัวปริภูมิเวกเตอร และเซตท่ีเปนหรือไม

เปนอิสระเชิงเสน โดยทราบวา ถาเซตใดแผท่ัวปริภูมิเวกเตอร แลวหมายความวา เซตนั้นจะมีเวกเตอรมาก

พอท่ีจะทำใหเกิดปริภูมิเวกเตอร และเซตใดเปนอิสระเชิงเสนในปริภูมิเวกเตอร แลวแสดงวาเซตนั้นมีเวกเตอร

ชนิดท่ีไมเปนการรวมเชิงเสนของเวกเตอรอ่ืน แตถาเซตของเวกเตอรใดมีสมบัติท้ัง 2 อยางนี้ แลวจะไดวา เซต

นั้นมีเวกเตอรเฉพาะท่ีจำเปนท่ีจะแผท่ัวปริภูมิเวกเตอรเทานั้น 

 

4.1 ฐานหลัก (Basis) 

นิยาม 4.1 ให V  เปนปริภูมิเวกเตอรบนฟลด F  และ { }1 2, ,..., nS v v v=  เปนเซตของเวกเตอรใน V  จะ

เรียก S  วาเปน ฐานหลัก (Basis) ของ V  ก็ตอเม่ือ 

          1. S  เปนอิสระเชิงเสน 

          2. S  แผท่ัว V   

 

ตัวอยาง 4.1 ในปริภูมิเวกเตอร 2
  ให ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 21,0 , 0,1 , 1,1 , 0,1S S= =  และ 

( ) ( ){ }3 1, 2 , 2,0S =  จงพิจารณาวา 1 2,S S  และ 3S  เปนฐานหลักของ 2
  หรือไม 

วิธีทำ  1. พิจารณา ( ) ( ){ }1 1,0 , 0,1S =   

          i) ถา ( ) ( ) ( )1 21,0 0,1 0,0a a+ =   

                              ( ) ( )1 2, 0,0a a =   

            แลวจะได 1 2 0a a= =   

            ดังนั้น 1S  เปนอิสระเชิงเสน 

         ii) ( )2
1 2, ,v v v v∀ ∈ =   

            ถา ( ) ( ) ( )1 2 1 2, 1,0 0,1v v a a= +  

                           ( )1 2,a a=   
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        แลวจะได 1 1 2 2,a v a v= =   

        นั่นคือ ( ) ( ) ( )1 2 1 2, 1,0 0,1v v v v= +   

        ดังนั้น 1S  แผท่ัว 2
   

        จาก i) และ ii) สรุปวา 1S  เปนฐานหลักของ 2
   

 

    2. พิจารณา ( ) ( ){ }2 1,1 , 0,1S =   

       i) ถา ( ) ( ) ( )1 21,1 0,1 0,0a a+ =   

                     ( ) ( )1 1 2, 0,0a a a+ =   

         แลวจะได 1 0a =  และ 1 2 0a a+ =   

         กลาวคือ 1 2 0a a= =   

         ดังนั้น 2S  เปนอิสระเชิงเสน 

 

       ii) ( )2
1 2, ,v v v v∀ ∈ =   

          ถา ( ) ( ) ( )1 2 1 2, 1,1 0,1v v a a= +  

                        ( )1 1 2,a a a= +   

         แลวจะได 1 1 2 2 1 2 1, ,a v a v a v v= = − = −   

         นั่นคือ  ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1, 1,1 0,1v v v v v= + −   

         ดังนั้น 2S  แผท่ัว 2
   

         จาก i) และ ii) สรุปวา 2S  เปนฐานหลักของ 2
   

 

    3. พิจารณา ( ) ( ){ }3 1, 2 , 2,0S =   

      i) ถา ( ) ( ) ( )1 21, 2 2,0 0,0a a+ =   

                 ( ) ( )1 2 12 , 2 0,0a a a+ =   

        แลวจะได 12 0a =  และ 1 22 0a a+ =   

        กลาวคือ 1 2 0a a= =   

       ดังนั้น 3S  เปนอิสระเชิงเสน 
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         ii) ( )2
1 2, ,v v v v∀ ∈ =   

             ถา ( ) ( ) ( )1 2 1 2, 1, 2 2,0v v a a= +  

                           ( )1 2 12 , 2a a a= +   

             แลวจะได 1 2 12a a v+ =  และ 1 22a v=   

             กลาวคือ 2
1 2

va =  และ 1 1 1 2
2

2
2 4

v a v va − −
= =   

             นั่นคือ ( ) ( ) ( )2 1 2
1 2

2, 1, 2 2,0
2 4
v v vv v − = +  

 
  

             ดังนั้น 3S  แผท่ัว 2
   

             จาก i) และ ii) สรุปวา 3S  เปนฐานหลักของ 2
                                                          

 

          จากตัวอยาง 4.1 สรุปไดวา 1 2,S S  และ 3S   เปนฐานหลักของ 2
  ซ่ึงจะเห็นวาฐานหลักของ 2

  มี

หลายเซตดวยกัน แตเราจะเรียกฐานหลัก ( ) ( ){ }1 1,0 , 0,1S =  วาเปนฐานหลักมาตรฐาน (Standard Basis) 

ของ 2
   

ในทำนองเดียวกัน เราจะไดวา ( ) ( ) ( ){ }1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1  เปนฐานหลักมาตรฐานของ 3
  และ 

( ) ( ) ( ){ }1,0,0,...,0 , 0,1,0,...,0 ,..., 0,0,0,...,1  เปนฐานหลักมาตรฐานของ n
   

 

ตัวอยาง 4.2  ในปริภูมิเวกเตอร 2P  ให { }21, ,S x x=  จงแสดงวา S  เปนฐานหลักของ 2P   

พิสูจน  i) จะแสดงวา S เปนอิสระเชิงเสน 

             สมมติ 2
0 1 2 0a a x a x+ + =   

             แลวจะไดวา  0 1 2 0a a a= = =   

             ดังนั้น S  เปนอิสระเชิงเสน 

 

          ii) จะแสดงวา S  แผท่ัว 2P   

             2
2 0 1 2,p P p c c x c x∀ ∈ = + +   

             ถา 2 2
0 1 2 0 1 2c c x c x a a x a x+ + = + +   

             แลว 0 0 1 1 2 2, ,a c a c a c= = =   

            ดังนั้น S  แผท่ัว 2P   

            ฉะนั้น S เปนฐานหลักของ 2P                                                                                 
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เราจะเรียก  { }21, ,S x x=  เปนฐานหลักมาตรฐานของ 2P  และ { }21, , ,..., nS x x x=  เปนฐานหลัก

มาตรฐานของ 2P   

 

ตัวอยาง 4.3 ในปริภูมิเวกเตอร 2 2M ×  ให 
1 0 0 1 0 0 0 0

, , ,
0 0 0 0 1 0 0 1

S
        

=         
        

 จงแสดงวา S เปน

ฐานหลักของ  2 2M ×   

พิสูจน  i) จะแสดงวา S  เปนอิสระเชิงเสน 

             สมมติ 1 2 3 4

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

a a a a         
+ + + =         

         
  

             แลวจะได 1 2 3 4 0a a a a= = = =   

             ดังนั้น S  เปนอิสระเชิงเสน 

 

         ii) จะแสดงวา S  แผท่ัว 2 2M ×   

            2 2

s t
M

u v ×

 
∀ ∈ 
 

  

           ถา 1 2 3 4

1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1

s t
a a a a

u v
         

= + + +         
         

  

           แลว 1 2 3 4, , ,a s a t a u a v= = = =   

           ดังนั้น S  แผท่ัว 2 2M ×   

           ฉะนั้น S  เปนฐานหลักของ 2 2M ×                                                                             

เรียก S  ในตัวอยาง 4.3 วา ฐานหลักมาตรฐานของ  2 2M ×   

 

ตัวอยาง 4.4  ให V  เปนปริภูมิเวกเตอรของเมทริกซมิติ 2 2×  และ 
1 0 0 1

,
0 1 1 0

S
    

=     
    

  

จงพิจารณาวา S เปนฐานหลักของ V  หรือไม  

วิธีทำ  i) ถา  1 2

1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0

a a     
+ =     

     
  

                                 1 2

2 1

0 0
0 0

a a
a a
   

=   
  

  

            แลวจะได 1 2 0a a= =  

            ดังนั้น S  เปนอิสระเชิงเสน 
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        ii) 2 2

s t
M

u v ×

 
∀ ∈ 
 

  

           ถา 1 2

1 0 0 1
0 1 1 0

s t
a a

u v
     

= +     
     

 

               1 2

2 1

a as t
a au v
  

=   
   

  

แลวจะไดวา 1a s=  และ 1a v=  ซ่ึงเปนไปไมได 

หรือ 2a t=  และ 2a u=  ซ่ึงเปนไปไมได 

ดังนั้น S  ไมแผท่ัว 2 2M ×   

ฉะนั้น S  ไมเปนฐานหลักของ 2 2M ×                                                                                     

 

ตัวอยาง 4.5  ในปริภูมิเวกเตอร 3
  ให ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1 , 1,1,1S =  จงพิจารณาวา S  เปน

ฐานหลักของ 3
  หรือไม 

วิธีทำ  จะเห็นวา S  ไมเปนฐานหลักของ 3
  เพราะวา S  ไมเปนอิสระเชิงเสน 

          กลาววา ( )1,1,1  เปนการรวมเชิงเสนของ ( ) ( ) ( )1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1   

          หรือ ( ) ( ) ( ) ( )1,1,1 1,0,0 0,1,0 0,0,1= + +   

          แมวา S  จะแผท่ัว 3
  เพราะวา ถา ( ) 3, ,x y z ∈   

          จะไดวา ( ), ,x y z =  ( ) ( ) ( )1,0,0 0,1,0 0,0,1x y z+ +                                                   

 

ตัวอยาง 4.6  จงแสดงวา { }2 2 2, , 1S x x x x= + +  เปนฐานหลักของปริภูมิเวกเตอร 2P   

พิสูจน  i)  จะแสดงวา S เปนอิสระเชิงเสน 

              สมมติ ( ) ( )2 2 2
1 2 3, , 1 0a x x a x a x+ + =   

              จะได ( ) 2
1 2 3 1 3 0a a a x a x a+ + + + =   

              ดังนั้น   1 2 3 0a a a+ + =  

                                     1 0a =   

               และ                 3 0a =   

              ฉะนั้น  1 2 3 0a a a= = =   

              ดังนั้น S  เปนอิสระเชิงเสน 
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          ii) จะแสดงวา S  แผท่ัว 2P   

             2
2 0 1 2,p P p c c x c x∈ = + +   

             ถา ( ) ( )2 2 2 2
0 1 2 1 2 3, , 1c c x c x a x x a x a x+ + = + +  

                                     ( ) 2
1 2 3 1 3a a a x a x a= + + + +   

             จะไดวา 1 2 3 2a a a c+ + =   

                                   1 1a c=   

              และ                3 0a c=   

              ฉะนั้น 2 2 1 3 2 1 0a c a a c c c= − − = − −   

              ดังนั้น S  แผท่ัว 2P   

              นั่นคือ S  เปนฐานหลักของ 2P                                                                              

 

ทฤษฎีบท 4.1  ถา { }1 2, ,..., nS v v v=   เปนฐานหลักของปริภูมิเวกเตอร V  แลวแตละเวกเตอรใน V  จะ

สามารถเขียนเปนการรวมเชิงเสนของเวกเตอรใน S  ไดเพียงวิธีเดียวเทานั้น 

พิสูจน  ให v  เปนเวกเตอรใด ๆ ใน V   

           เนื่องจาก S  เปนฐานหลักของ V   

           ดังนั้น S  แผท่ัว V   

           หรือกลาวคือ v  เปนการรวมเชิงเสนของ 1 2, ,..., nv v v   

           สมมติ 1 2, ,..., na a a  และ 1 2, ,..., nb b b  เปนสเกลาร ท่ีทำให  

                    1 21 2 nnv a v a v a v= + + +                                                                   ( )4.1   

           และ    1 21 2 nnv b v b v b v= + + +                                                                    ( )4.2  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 24.1 4.2 : 0 n n na b v a b v a b v− = + + − + + −   

           แต S  เปนอิสระเชิงเสน จะไดวา สำหรับ 1,2,3,...,i n=   

                    0i ia b− =   

            นั่นคือ  i ia b−  เม่ือ 1,2,3,...,i n=   

ดังนั้น สามารถเขียนแตละเวกเตอรใน V  ในรูปการรวมเชิงเสนของเวกเตอรใน S  ไดเพียงวิธีเดียวเทานั้น    

 

ทฤษฎีบท 4.2 กำหนดให { }1 2, ,..., nS v v v=  เปนเซตของเวกเตอรท่ีไมมีสมาชิกใดเปนเวกเตอรศูนย ถา S  

แผท่ัวปริภูมิเวกเตอร V  แลวจะมีเซตยอยของ S  เปนฐานหลักของ V  
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พิสูจน   1. ถา S  เปนอิสระเชิงเสน จะไดวา S  เปนฐานหลักของ V  เพราะวา S  แผท่ัว V  ตามท่ี

กำหนดให  

           2. ถา S  ไมเปนอิสระเชิงเสน จะมีเวกเตอร iv  ซ่ึงสามารถเขียนในรูปการรวมเชิงเสนของเวกเตอร 

1 2 1, ,..., iv v v −  สำหรับ i  บางตัวท่ีมากกวา 1 

นั่นคือ 1 2 11 2 1i iiv a v a v a v −−= + + +   

ให     { }1 2 1 11 , ,..., , ,...,i i nS v v v v v− +=   

ถา v  เปนเวกเตอรใด ๆ ใน V   

แต S  แผท่ัว V  จะไดวา มี 1 2, ,..., nb b b  เปนสเกลาร ซ่ึง  

         1 2 1 11 2 1 1i i i ni i i nv b v b v b v b v b v b v− +− += + + + + + + +    

ดังนั้น  ( )1 2 1 1 2 1 11 2 1 1 2 1 1i i i ni i i i nv b v b v b v b a v a v a v v b v− − +− − += + + + + + + + + + +     

           ( ) ( )1 1 11 1 1 1 1i i ni i i i i nb b a v b b a v b v b v− +− − += + + + + + + +    

ฉะนั้น v  เปนการรวมเชิงเสนของ 1S   

ดังนั้น 1S  แผท่ัว V   

ถา 1S  เปนอิสระเชิงเสน แลว 1S  เปนฐานหลักของ V   

ถา 1S ไมเปนอิสระเชิงเสน แลวตองสราง 2S โดยจัดเวกเตอร kv  ซ่ึงสามารถเขียนใหอยูในรูปการรวมเชิงเสน

ของเวกเตอร  1 2 3 1, , ..., kv v v v −  สำหรับ k  บางตัวท่ีมากกวา 1 

          ทำเชนนี้ตอไปนี้ เนื่องจาก S  เปนเซตจำกัด จึงสามารถหาเซต T  ซ่ึง T  เปนเซตยอยของ S  และ 

T  เปนฐานหลักของ V                                                                                                     

 

ตัวอยางเชน กำหนดให ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,0,0 , 0,1,1 , 1,1,1 , 1,0,1 , 2,1, 2S =   

จะเห็นวา 3S ⊂    

และ S  แผท่ัว 3
  เพราะวาถาให ( ) 3, ,x y z ∈ จะไดวา 

           ( ) ( ) ( ) ( ), , 1,0,0 0,1,1 1,0,1x y z a b c= + +   

                      ( ), ,a c b b c= + +   

ดังนั้น            x a c= +                                                                                           ( )4.3   

                   y b=                                                                                                ( )4.4   

และ             z b c= +                                                                                            ( )4.5   

นั่นคือจาก ( )4.4  จะได b y=   
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เม่ือแทน b y=  ใน ( )4.5  จะได c z y= −   

และแทน c z y= −  ใน ( )4.3  จะได a x z y= − +   

ฉะนั้น ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , 1,0,0 0,1,1 1,0,1x y z x z y y z y= − + + + −   

แต S  ไมเปนอิสระเชิงเสน เพราะวา ( ) ( ) ( )1,1,1 1,0,0 0,1,1= +   

ให ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1,0,0 , 0,1,1 , 1,1,1 , 1,0,1 , 2,1,2S =   

จะเห็นวา 1S  แผท่ัว 3
  เชนเดียวกัน แต 1S  ไมเปนอิสระเชิงเสนเพราะวา 

           ( ) ( ) ( ) ( )2,1,2 1,0,0 , 0,1,1 , 1,0,1=   

ให              ( ) ( ) ( ){ }2 1,0,0 , 0,1,1 , 1,0,1S =   

จะไดวา 2S  แผท่ัว 3
  และ 2S  เปนอิสระเชิงเสน 

ดังนั้น 2S  เปนฐานหลักของ 3
   

 

นิยาม 4.2  ปริภูมิเวกเตอร V  ท่ีไมใชเซตวาง จะเรียกวาเปน ปริภูมิมิติจำกัด (finite-dimensional space) 

เม่ือมีเซตจำกัด { }1 2, ,..., nv v v  เปนฐานหลักของ V  และจะเรียก V  วาเปน ปริภูมิมิติอนันต  (infinite-

dimensional space) เม่ือไมมีเซตจำกัดของเวกเตอรเปนฐานหลักของ V  สำหรับกรณี { }0V =  จะกลาววา 

V  เปนปริภูมิจำกัด ถึงแมวา { }0  จะไมมีฐานหลักก็ตาม 

 

ตัวอยางเชน ปริภูมิเวกเตอร , ,n
n m nP M ×  เปนปริภูมิมิติจำกัด 

 

ทฤษฎีบท 4.3  ถา V  เปนปริภูมิเวกเตอรท่ีมีมิติจำกัด และมี { }1 2, ,..., nS v v v=  เปนฐานหลักใด ๆ ของ V  

แลวเซตยอยจำกัดใด ๆ ของ V  ท่ีมีสมาชิกมากกวา n  ตัว จะเปนเซตไมอิสระเชิงเสน 

พิสูจน  ให { }1 2, ,..., mS u u u V′ = ⊂  โดยท่ี m n>   

          จะแสดงวา 'S  เปนเซตไมอิสระเชิงเสน 

          ให 1 2, ,..., ma a a  เปนสเกลาร ท่ีทำให  

          1 21 2 0mma u a u a u+ + + =                                                                        ( )4.6   

          เนื่องจาก  { }1 2, ,..., nS v v v=  เปนฐานหลักของ V   

          และ iu V∈  สำหรับทุก 1,2,...,i m=   
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        ดังนั้น 1 1 211 21 1 nnu c v c v c v= + + +   

                
2 1 212 22 2

1 21 2

nn

m nm m nm

u c v c v c v

u c v c v c v

= + + +

= + + +







  

       แทน 1 2, ,..., mu u u  ใน ( )4.6  จะได 

           ( ) ( )1 2 1 21 11 21 1 2 12 22 2n nn na c v c v c v a c v c v c v+ + + + + + +    

                    ( )1 21 2 0nm m m nma c v c v c v+ + + + + =    

           ( ) ( )1 21 11 2 12 1 1 21 2 22 2m m m ma c a c a c v a c a c a c v+ + + + + + +    

                    ( )1 1 2 2 0nn n m nma c a c a c v+ + + + + =    

       เนื่องจาก S  เปนอิสระเชิงเสน 

       ดังนั้น 11 1 12 2 1 0m mc a c a c a+ + + =   

              

 

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

m m

n n nm m

c a c a c a

c a c a c a

+ + + =

+ + + =







  

หรือ   

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2 11

0
0

0

m

m

n n nm m nn m m

c c c a
c c c a

c c c a
×× ×

     
     
     =
     
     

    





     



  

ซ่ึงระบบสมการนี้เปนระบบสมการเชิงเสนแบบเอกพันธุท่ีมี n  สมการ m  ตัวแปร และ m n>   

ฉะนั้น ระบบสมการมีผลเฉลยมากมาย 

นั่นคือ จะมี 1 2, ,..., ma a a  บางตัวไมเทากับศูนย 

ดังนั้น 'S  เปนเซตไมอิสระเชิงเสน                                                                                        

 

ขอสังเกต จากทฤษฎีบท 4.3 กำหนดให { }1 2, ,..., nS v v v=  และ { }1 2, ,..., mT w w w=  ถา S  เปนฐาน

หลักของปริภูมิเวกเตอร V  และ T V⊂  และ T  เปนอิสระเชิงเสน แลว m n≤   

 

ทฤษฎีบท 4.4 ถา V  เปนปริภูมิเวกเตอรท่ีมี { }1 2, ,..., nS v v v=  เปนฐานหลัก แลวฐานหลักอ่ืน ๆ ของ V  

จะตองมีสมาชิก n  ตัว 

พิสูจน  ให { }1 2, ,..., mT w w w= เปนฐานหลักอ่ืน ๆ ของ  V   

           จะแสดงวา m n=  
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              เนื่องจาก T  เปนฐานหลักของ V   

              ดังนั้น T  เปนอิสระเชิงเสน 

              จากทฤษฎีบท 4.3 จะไดวา m n≤   

              ในทำนองเดียวกัน จะไดวา S  เปนอิสระเชิงเสน 

              จากทฤษฎีบท 4.3 จะได n m≤   

              ดังนั้น m n=                                                                                                   

 

ขอสังเกต จากทฤษฎีบท 4.4 ถา V  เปนปริภูมิเวกเตอรมิติจำกัด แลวทุก ๆ ฐานหลักของ V  จะตองมีจำนวน

เวกเตอรเทากัน หรือกลาวคือ ถา { }1 2, ,..., nS v v v=  และ { }1 2, ,..., mT w w w=  เปนฐานหลักของปริภูมิ

เวกเตอร V  แลว m n=       

 

นิยาม 4.3 กำหนดให V เปนปริภูมิเวกเตอรมิติจำกัด มิติ (dimension) ของ V  เขียนแทนดวย ( )d im V     

หมายถึง จำนวนเวกเตอรท่ีอยูในฐานหลักของ V  สำหรับกรณี { }0V =  จะนิยาม  ( )d im 0V =   

 

         ปริภูมิเวกเตอรใดมีฐานหลักเปนเซตจำกัด จะเรียกมิติของปริภูมิเวกเตอรนั้นวา มิติจำกัด และ ปริภูมิ

เวกเตอรใดมีฐานหลักเปนเซตอนันต จะเรียกมิติของปริภูมิเวกเตอรนั้นวา มิติอนันต 

 

ตัวอยางเชน ปริภูมิเวกเตอร , ,n
n m nP M ×  เปนปริภูมิมิติจำกัด จะมีมิติดังตอไปนี้  

       1) เนื่องจากฐานหลักของ n
  เชน ฐานหลักมาตรฐานมีเวกเตอรจำนวน n  ตัว 

           ดังนั้น ( )d im n n=   

       2) เนื่องจากฐานหลักของ nP  เชน ฐานหลักมาตรฐานมีเวกเตอรจำนวน 1n +  ตัว 

           ดังนั้น ( )d im 1nP n= +   

       3) เนื่องจากฐานหลักของ m nM ×   เชน ฐานหลักมาตรฐานมีเวกเตอรจำนวน mn  ตัว 

          ดังนั้น ( )d im m nM mn× =   
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ตัวอยาง 4.7  กำหนดให  3S ⊂   โดย ( ){ }, , 0S x y z x y z= − + =  จงหา ( )d im S   

วิธีทำ  จากตัวอยาง 3.10 จะไดวา S  เปนปริภูมิยอยของ 3
   

          ให ( ) ( ){ }1,1,0 , 1,0, 1T = −   

          จะแสดงวา T  เปนฐานหลักของ S   

        i) จะแสดงวา T  เปนอิสระเชิงเสน 

          สมมติ ( ) ( ) ( )1 21,1,0 1,0, 1 0,0,0a a+ − =   

          จะไดวา ( ) ( )1 2 1 2, , 0,0,0a a a a+ − =   

          ดังนั้น 1 2 0a a+ =   

                        1 0a =  

          และ      2 0a− =   

         ฉะนั้น 1 2 0a a= =   

        ดังนั้น T  เปนอิสระเชิงเสน 

 

     ii) จะแสดงวา T  แผท่ัว S   

       ( ), , ,v S v x y z∀ ∈ =  โดยท่ี 0x y z− + =  

       ถา ( ) ( ) ( )1 2, , 1,1,0 1,0, 1x y z a a= + −  

                       ( )1 2 1 2, ,a a a a= + −    

       แลวจะได 1 2 1 2, ,a a x a y a z+ = = − =   

       หรือ 1 2,a y a z x y= = − = −   

       นั่นคือ ( ) ( ) ( ), , 1,1,0 1,0, 1x y z y z= − −   

       ดังนั้น T  แผท่ัว S   

       จาก i) และ ii) สรุปวา T  เปนฐานหลักของ S   

       เพราะฉะนั้น ( )d im 2S =                                                                                        

  

 

ขอสังเกต ปริภูมิยอยของ 3
  อาจมีมิตินอยกวาหรือเทากับ 3

  ก็ได 

 

 



12 
 

ตัวอยาง 4.8  จงหาฐานหลักและมิติของปริภูมิของผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนแบบเอกพันธุตอไปนี้ 

                       

1 2 3 5

1 2 3 4 5

1 2 3 5

3 4 5

2 2 0
2 3 0

2 0
0

x x x x
x x x x x

x x x x
x x x

+ − + =
− − + − + =
+ − − =

+ + =

   

วิธีทำ          [ ]

2 2 1 0 1
1 1 2 3 1

1 1 2 0 1
0 0 1 1 1

A

− 
 − − − =
 − −
 
 

   

               1 3

1 1 2 0 1
1 1 2 3 1

2 2 1 0 1
0 0 1 1 1

R R
− − 

 ↔ − − − 
 −
 
 



  

       
2 2 1

3 3 1

1 1 2 0 1
0 0 0 3 0
0 0 3 0 3

2
0 0 1 1 1

R R R

R R R

− − 
→ +  − 

 
→ −  

 

   

              2 4

1 1 2 0 1
0 0 1 1 1
0 0 3 0 3
0 0 0 3 0

R R
− − 

 ↔  
 
 − 



  

      3 3 2

1 1 2 0 1
3 0 0 1 1 1

0 0 0 3 0
0 0 0 3 0

R R R
− − 

 → −  
 −
 − 



  

             
3

3

1 1 2 0 1
0 0 1 1 1

3
0 0 0 1 0
0 0 0 3 0

RR
− − 

 →  −
 
 − 



  

      4 4 3

1 1 2 0 1
3 0 0 1 1 1

0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

R R R
− − 

 → +  
 
 
 



  

จะไดวา rank 3A =   

และ จำนวนตัวแปร 5=   
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นั่นคือ rank A <  จำนวนตัวแปรในระบบ 

ดังนั้น ระบบสมการมีผลเฉลยมากมาย 

จากเมทริกซสุดทาย จะได  

             
1 2 3 5

3 4 5

4

0
0
0

x x x x
x x x

x

+ − − =

+ + =
=

  

ถาให 2x s=  โดยท่ี s  เปนคาคงตัวท่ีเปนจำนวนจริงใด ๆ หรือ s∈   

และ 5x t=  โดยท่ี t  เปนคาคงตัวท่ีเปนจำนวนจริงใด ๆ หรือ t∈   

จะได 3 4 5 0x x x t t= − − = − − = −   

และ ( )1 2 3 52 2x x x x s t t s t= − + + = − + − + = − −   

นั่นคือ        

1

2

3

4

5

1 1
0 1 0

; ,0 0 1
0 0 0 0 0

0 0 1

x s t s t
x s s
x s t s tt t
x
x t t

− − − − − −           
           
           
           = = + = + ∈− − −
           
           
                     

  

ให         { }1 2,B v v=   

โดย     1 2

1 1
1 0

,0 1
0 0
0 1

v v

− −   
   
   
   = = −
   
   
      

  

จะพบวาทุกผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนนี้ จะเปนการรวมเชิงเสนของ 1 2,v v  กลาวคือ ถาให W  เปนเซต

ของผลเฉลย แลว W  ถูกแผท่ัวโดยเวกเตอร 1 2,v v  หรือ B  แผท่ัว W  หรือ ( )W span B=   

และ 1 2,v v  ไมเปนผลคูณสเกลารซ่ึงกันและกัน 

ดังนั้น B  เปนอิสระเชิงเสน 

นั่นคือ B  เปนฐานหลักของ W   

ฉะนั้น ( )d im 2W =                                                                                                       

 

ขอสังเกต การท่ีจะแสดงวา { }1 2, ,..., nS v v v=  เปนฐานหลักของ V  จะตองแสดงวา ( )V span S=  และ 

S  เปนอิสระเชิงเสน แตถาทราบวา ( )d im V n=  ซ่ึงเทากับจำนวนเวกเตอรใน S  ก็จะสามารถหาฐานหลัก

ของ V  ไดสะดวกข้ึน นั่นคือ เพียงแสดงวา ( )V span S=  หรือ S  เปนเซตอิสระเชิงเสนอยางใดอยางหนึ่ง 
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ก็เพียงพอ กลาวคือ ให V  เปนปริภูมิเวกเตอรมิติจำกัด มี ( )d im V n=  และ { }1 2, ,..., nS v v v=  เปนเซต

ของเวกเตอรใน V  ถา ( )V span S=  หรือ S  เปนเซตอิสระเชิงเสน แลว S  เปนฐานหลักของ V  ดัง

ตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 4.9  กำหนด { }1 2, ,..., nS v v v=  เปนเซตของเวกเตอรใน 3
  โดยท่ี 

( ) ( ) ( )1 2 32,0, 1 , 4,0,7 , 1,1,4v v v= − = = −  จงแสดงวา S  เปนฐานหลักของ 3
   

วิธีทำ  เนื่องจาก ( )d im 3n =  จะเหลือเพียงแสดงวา S เปนเซตอิสระเชิงเสน 

         พิจารณา 1 2 31 2 3 0a v a v a v+ + =  เม่ือ 1 2 3, ,a a a  เปนสเกลาร จะได  

                      
1

2

3

2 4 1 0
0 0 1 0
1 7 4 0

a
a
a

−     
     =     
     −     

   

          เพราะวา ( )2 3
2 4 1

2 4
0 0 1 0 0 1 1

1 7
1 7 4

+

−
= + + −

−
−

  

                                       ( )( )1 14 4
18 0

= − +

= − ≠
   

ดังนั้น ระบบสมการจะมีผลเฉลยเพียงชุดเดียว คือ 1 2 3 0a a a= = =   

นั่นคือ S  เปนอิสระเชิงเสน 

ฉะนั้น S  เปนฐานหลักของ 3
                                                                                           

 

ทฤษฎีบท 4.5  กำหนดให { }1 2, ,..., nS v v v=  เปนเซตยอยของปริภูมิเวกเตอร V  ถา S  เปนอิสระเชิงเสน 

และ ( )d im V m=  แลวจะมีเวกเตอร 1 2, ,..., m nw w w −  ใน V  ท่ี 

               { }1 2 1 2, ,..., , , ,...,n m nT v v v w w w −=  

เปนฐานหลักของ V   

พิสูจน  ให  { }1 2, ,..., mB w w w= เปนฐานหลักของ V   

           และให  { }1 2 1 2, ,..., , , ,...,n m nS v v v w w w −=   

           เพราะวา 1B S⊂  และ B  แผท่ัว V   

           ดังนั้น 1S  แผท่ัว V  และ 10 S∉   

 โดยทฤษฎีบท 4.2 จะมีฐานหลัก T  โดยท่ี 1T S⊂   
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       สำหรับการหา T  นั้นเรามีวิธีหาโดยการตัดเวกเตอรใน 1S  ท่ีเปนการรวมเชิงเสนของเวกเตอรขางหนา

ออก แตเนื่องจาก S  เปนอิสระเชิงเสน 

ดังนั้น จะไมมี iv  ใดเปนการรวมเชิงเสนของเวกเตอรอ่ืน ๆ 

นั่นคือ เวกเตอร iv  ท้ังหมดจึงไมถูกตัดออก จะไดวา S T⊂   

ฉะนั้น { }1 2 1 2, ,..., , , ,...,n m nT v v v w w w −=                                                                            

 

ขอสังเกต  1. ถา  ( )d im V n=  แลวฐานหลักของ V  จะเปนเซตท่ีใหญท่ีสุดท่ีเปนอิสระเชิงเสน และเซตนี้

จะมีสมาชิก n  เวกเตอร และฐานหลักของ V  เปนเซตท่ีเล็กท่ีสุดท่ีแผท่ัว V   

              2. ถา   ( )d im V n=  แลวเซตยอยของ V  ท่ีมีจำนวนสมาชิกมากกวา n  จะไมเปนอิสระเชิงเสน 

และเซตยอยของ V  ท่ีมีจำนวนสมาชิกนอยกวา n  จะไมแผท่ัว V  

 

ตัวอยาง 4.10  จงหาฐานหลักของ 3
  โดยท่ีฐานหลักนี้มี ( )0,1,1v =  เปนสมาชิก 

วิธีทำ  ให ( ) ( ) ( )1 2 31,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1v v v= = =   

          เนื่องจาก  ( ) ( ) ( ){ }1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1S =  เปนฐานหลักมาตรฐานของ 3
   

 

          ตอไปจะพิจารณาวา ( )1,0,0  เปนการรวมเชิงเสนของ ( )0,1,1   หรือไม  

          เนื่องจาก ( ) ( )11,0,0 0,1,1a=   

          นั่นคือ ( ) ( )1 11,0,0 0, ,a a=   

          ดังนั้น 1 0a =   

          และ 0 1=  ซ่ึงเปนไปไมได 

          ฉะนั้น ( )1,0,0 ไมเปนการรวมเชิงเสนของ ( )0,1,1   

          นั่นคือ ( ) ( ){ }0,1,1 , 1,0,0  เปนอิสระเชิงเสน 

 

          ถัดไปจะพิจารณาวา ( )0,1,0  เปนการรวมเชิงเสนของ ( )0,1,1  และ ( )1,0,0  หรือไม 

          เนื่องจาก ( ) ( ) ( )1 20,1,0 0,1,1 1,0,0a a= +   

          นั่นคือ ( ) ( )1 2 30,1,0 , ,a a a=   
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            ดังนั้น 2 0a =  

                    1 1a =   

            และ 1 0a =   ซ่ึงเปนไปไมได 

            ฉะนั้น ( )0,1,0  ไมเปนการรวมเชิงเสนของ ( )0,1,1  และ  ( )1,0,0   

            นั่นคือ  ( ) ( ) ( ){ }0,1,1 , 1,0,0 , 0,1,0  เปนอิสระเชิงเสน 

 

           สุดทายจะพิจารณาวา ( )0,0,1 เปนการรวมเชิงเสนของ ( ) ( )0,1,1 , 1,0,0  และ ( )0,1,0  หรือไม  

เนื่องจาก ( ) ( ) ( ) ( )1 2 30,0,1 0,1,1 1,0,0 0,1,0a a a= + +   

นั่นคือ ( ) ( )2 1 3 10,0,1 , ,a a a a= +   

ดังนั้น        1 1a =   

               2 0a =   

และ          3 1a = −   

ฉะนั้น ( )0,0,1 เปนการรวมเชิงเสนของ ( ) ( )0,1,1 , 1,0,0  และ ( )0,1,0   

นั่นคือ ( )0,0,1  จึงไมอยูในฐานหลัก 

 

ให  ( ) ( ) ( ){ }1 0,1,1 , 1,0,0 , 0,1,0S =   

จะไดวา 1S  แผท่ัว 3
  และเปนอิสระเชิงเสน 

นั่นคือ 1S  เปนฐานหลักของ 3
                                                                                           

 

ขอสังเกต หลักในการหาฐานหลัก S  ของ V  ท่ีงายและสะดวกท่ีสุด คือ กาเริ่มจากฐานหลักมาตรฐานโดย

เพ่ิมเวกเตอรจากฐานหลักมาตรฐานนี้เขาไปใน S  และจำนวนเวกเตอรท่ีจะเปนฐานหลักนี้ เราทราบจากมิติ

ของ V  กลาวคือ ( )d im V  จะตองเทากับจำนวนสมาชิกของ S  ท่ีเปนฐานหลักของ V   

 

 

 

 



17 
 

4.2  ปริภูมิเวกเตอรแถวและปริภูมิเวกเตอรหลักของเมทริกซ 

      (Row Vector Space and Column Vector Space of a Matrix)   

นิยาม 4.4  ให A  เปนเมทริกซมิติ m n×  ซ่ึง 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 





   



  

เวกเตอร ( ) ( ) ( )1 211 12 1 21 22 2 1 2, ,..., , , ,..., ,..., , ,...,mn n m m mnv a a a v a a a v a a a= = =  ซ่ึงเปนสมาชิกในแถว

ท่ี 1 ถึงแถวท่ี m  ของ A  จะเรียกวา เวกเตอรแถว (Row Vectors) ของ A  และเวกเตอร  

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

, ,...,

n

n
n

m m mn

a a a
a a a

c c c

a a a

     
     
     = = =
     
     
     

  

  ซ่ึงเปนสมาชิกในหลักท่ี 1 ถึงแถวท่ี n  ของ A  จะเรียก  

เวกเตอรหลัก (Columa Vectors) 

 

       ปริภูมิเวกเตอรแถวของ A   (Row Vectors Space of A)  คือ ปริภูมิยอยของ n
  ซ่ึงแผท่ัวโดย 

{ }1 2, ,..., mv v v  และปริภูมิเวกเตอรหลักของ A    (Columa Vectors Space of A) คือ ปริภูมิยอยของ 

m
  ซ่ึงแผท่ัวโดย { }1 2, ,..., nc c c   

ตัวอยางเชน ให 

1 3
2 1
5 0
1 2

A

 
 − =
 
 
 

 จะไดวา 

เวกเตอรแถวของ A  คือ ( ) ( ) ( )1 2 31,3 , 2, 1 , 5,0v v v= = − =  และ ( )4 1, 2v =   

เวกเตอรหลักของ A  คือ 1

1
2
5
1

c

 
 
 =
 
 
 

 และ 2

3
1

0
2

c

 
 − =
 
 
 

  

ปริภูมิเวกเตอรแถวของ A  คือ ปริภูมิยอยของ 2
  ซ่ึงแผท่ัวโดย ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,3 , 2, 1 , 5,0 , 1,2−   

ปริภูมิเวกเตอรหลักของ A  คือ ปริภูมิยอยของ 4
  ซ่ึงแผท่ัวโดย 

1 3
2 1

,
5 0
1 2

    
    −                 
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ทฤษฎีบท 4.6  ถาเมทริกซ A  สมมูลตามแถวกับ B  แลวปริภูมิเวกเตอรแถวของ A  เทากับปริภูมิเวกเตอร

แถวของ B   

พิสูจน  ให A  สมมูลตามแถวกับ B   

           ดังนั้น แตละแถวของ B  เกิดจากเมทริกซ A  โดยการดำเนินการตามแถวข้ันมูลฐาน จะไดวา แตละ

แถวของ B  เปนการรวมเชิงเสนของแถวของ A   

          นั่นคือ ปริภูมิเวกเตอรแถวของ B  เปนเซตยอยของปริภูมิเวกเตอรแถวของ A   

          และถาใชการดำเนินการตามแถวข้ันมูลฐานผกผันท่ีใชขางตนในลำดับยอนกลับกระทำกับแถวของ 

เมทริกซ B  จะไดเมทริกซ A   

          ฉะนั้น  ปริภูมิเวกเตอรแถวของ A  เปนเซตยอยของปริภูมิเวกเตอรแถวของ B   

          สรุปไดวา ปริภูมิเวกเตอรแถวของ A  เทากับปริภูมิเวกเตอรแถวของ B                                   

 

        ในทำนองเดียวกัน จากทฤษฎีบท 4.6 ถาเมทริกซ A   สมมูลตามหลักกับ B  แลวปริภูมิเวกเตอรหลัก

ของ A  เทากับปริภูมิเวกเตอรหลักของ B   

        และผลจากทฤษฎีบทนี้ จะใชในการหาฐานหลักของปริภูมิยอยซ่ึงแผท่ัวโดยเซตของเวกเตอร นั่นคือ 

เวกเตอรแถวท่ีไมเปนเวกเตอรศูนยในเมทริกซข้ันบันไดของเมทริกซ A  จะเปนฐานหลักของปริภูมิเวกเตอร

แถวของ A  ดังนี้ตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 4.11  ให V  เปนปริภมิูยอยของ 4
  ซ่ึงแผท่ัวโดย { }1 2 3 4 5, , , ,S a a a a a=   

เม่ือ ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 41,1,0, 2 , 0,1, 4,1 , 2,2,1, 1 , 1,1,1, 3a a a a= = = − = −  และ ( )5 0,1,5, 4a = −   

จงหาฐานหลักของ V   

วิธีทำ  ให V ปริภูมิเวกเตอรแถวของเมทริกซ A  ซ่ึง  

       
3 3 1

4 4 1

1 1 0 2 1 1 0 2
20 1 4 1 0 1 4 1

2 2 1 1 0 0 1 5
1 1 1 3 0 0 1 5
0 1 5 4 0 1 5 4

R R R
A

R R R

   
   → −   
   = − −
   → −− −   
   − −   

     

                                    
1 1 2

5 5 2

1 0 4 1
0 1 4 1
0 0 1 5
0 0 1 5
0 0 1 5

R R R

R R R

− 
 → −  
 −
 → − − 
 − 
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1 1 3

2 2 3

4 4 3

5 5 3

4 1 0 0 19
4 0 1 0 21

0 0 1 5
0 0 0 0
0 0 0 0

R R R
R R R

B
R R R
R R R

→ + − 
 → −  
  =−
 → −  
 → −  

   

        ปริภูมิเวกเตอรแถวของ A  และปริภูมิเวกเตอรแถวของ B  เปนปริภูมิเดียวกัน แตปริภูมิเวกเตอรแถว

ของ B  มี ( ) ( ) ( ){ }1,0,0, 19 , 0,1,0,21 , 0,0,1, 5− − เปนฐานหลัก 

       ดังนั้น ฐานหลักของ V   คือ ( ) ( ) ( )1,0,0, 19 , 0,1,0,21 , 0,0,1, 5− −                                       

 

       จากตัวอยางนี้ จะพบวา สามารถใชการดำเนินการตามแถวข้ันมูลฐานเพ่ือหาฐานหลักของปริภูมิยอยท่ีแผ

ท่ัวโดยเซตของเวกเตอรท่ีกำหนดให  

       นอกจากนี ้การเขียนเวกเตอรแถวจะนิยามเขียนในแนวนอน และเวกเตอรหลักจะนิยามเขียนในแนวตั้ง 

ซ่ึงเวกเตอรแถวอาจจะเขียนในแนวตั้ง และเวกเตอรหลักอาจจะเขียนในแนวนอนก็ได และจากขอสังเกตนี้จะ

เห็นวา การเปลี่ยนจากแนวตั้งมาเปนแนวนอน ปริภูมิเวกเตอรหลักของเมทริกซก็ยังคงเหมือนกับปริภูมิ

เวกเตอรแถวของเมทริกซสลับเปลี่ยนของเมทริกซนั้น ดังนั้น จะสามารถหาฐานหลักของปริภูมิเวกเตอรหลัก

ของเมทริกซ  A  โดยการหาฐานหลักของปริภูมิเวกเตอรแถวของ tA  และเขียนกลับในแนวตั้ง 

 

ตัวอยาง 4.12  จงหาฐานหลักของปริภูมิเวกเตอรหลักของเมทริกซ 
1 0 1 1
3 2 5 1
0 4 4 4

A
 
 =  
 − 

  

วิธีทำ  เพราะวา 
3 3 1

4 4 1

1 3 0 1 3 0
0 2 4 0 2 4
1 5 4 0 2 4
1 1 4 0 2 4

t

R R R
A

R R R

   
→ −   

   =
   

→ −   − − −   

   

                                                  
2

2

1 3 0
0 1 2

2
0 2 4
0 2 4

RR
 
 →  
 
 − − 



  

                                          

1 1 2

3 3 2

4 4 2

3 1 0 6
2 0 1 2

0 0 0
2 0 0 0

R R R
R R R

R R R

→ − − 
 → −  
 
 → +  
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ดังนั้น ( )1,0, 6−  และ ( )0,1,2  เปนฐานหลักของปริภูมิเวกเตอรแถวของ tA  หรือ 1

1
0
6

c
 
 =  
 − 

 และ 

2

0
1
2

c
 
 =  
  

 จะเปนฐานหลักของปริภูมิเวกเตอรแถวของ A                                                          

 

ทฤษฎีบท 4.7  ให A  เปนเมทริกซมิติ m n×  ใด ๆ แลวปริภูมิเวกเตอรแถวและปริภูมิเวกเตอรหลักของ A  

จะมีมิติเดียวกัน 

พิสูจน  ใหเวกเตอรแถวของ 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 





   



 แทนดวย 1 2, ,..., mv v v  โดย 

                                 

( )
( )

( )

1 11 12 1

2 21 22 2

1 2

, ,...,

, ,...,

, ,...,

n

n

m m m mn

v a a a

v a a a

v a a a

=

=

=



  

          สมมติวาปริภูมิเวกเตอรแถวของ A  มีมิติเปน k  และ { }1 2, ,..., kS b b b=  เปนฐานหลักของปริภูมิ

เวกเตอรแถว โดยท่ี { }1 2, ,...,i i i inb b b b=   

           เนื่องจาก S เปนฐานหลักของปริภูมิเวกเตอรแถว 

ดังนั้น จะไดวา สมาชิกทุกตัวของปริภูมิเวกเตอรแถวจะเปนการรวมเชิงเสนของ 1 2, ,..., kb b b  ดังนี้ 

                    

1 1 211 12 1

2 1 221 22 2

1 21 2

kk

kk

m km m mk

r c b c b c b
r c b c b c b

r c b c b c b

= + + + 
= + + + 


= + + + 









    

และเวกเตอรสองเวกเตอรใด ๆ ใน n
  เทากันก็ตอเม่ือสวนประกอบท่ีสมนัยกันจะตองเทากัน นั่นคือ 

สวนประกอบท่ี j  ของ ( )4.7  จะเทากัน ดังนี้ 

                    

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

j j j k kj

j j j k kj

mj m j m j mk kj

a c b c b c b
a c b c b c b

a c b c b c b

= + + +

= + + +

= + + +
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หรือ 

1 11 12 1

2 21 22 2
1 2

1 1

j k

j k
j j kj

mj m m mk

a c c c
a c c c

b b b

a c c c

       
       
       = + + +
       
       
        




  

                                                         ( )4.8   

ซ่ึงทางซายของ ( )4.8  จะเปนหลักท่ี j  ของ A  และ 1,2,...,j n=  เปนคาคงตัวใด ๆ  

ดังนั้น แตละเวกเตอรหลักของ A  จะอยูในปริภูมิท่ีแผท่ัวโดยเวกเตอรทางขวาของ ( )4.8  

ฉะนั้น ปริภูมิเวกเตอรหลักจะมีมิตินอยกวาหรือเทากับ k   

        เนื่องจาก d imk =  ( ปริภูมิเวกเตอรแถวของ A ) จะได 

        d im  ( ปริภูมิเวกเตอรหลักของ A ) d im≤  ( ปริภูมิเวกเตอรแถวของ A )                        ( )4.9  

ในทำนองเดียวกัน 

        d im ( ปริภูมิเวกเตอรหลักของ tA ) d im≤  ( ปริภูมิเวกเตอรแถวของ tA )                      ( )4.10   

แตการสลับเปลี่ยนของเมทริกซ คือ การเปลี่ยนหลักของเมทริกซใหเปนแถว และเปลี่ยนแถวใหเปนหลัก 

ดังนั้น ปริภูมิเวกเตอรหลักของ tA =  ปริภูมิเวกเตอรแถวของ A   

และ ปริภูมิเวกเตอรแถวของ tA =  ปริภูมิเวกเตอรหลักของ A   

ซ่ึงสามารถเขียน ( )4.10  ไดดังนี้ 

       d im ( ปริภูมิเวกเตอรแถวของ A ) d im≤  ( ปริภูมิเวกเตอรหลักของ A )                          ( )4.11   

จาก ( )4.9  และ ( )4.11  สรุปไดวา 

       d im ( ปริภูมิเวกเตอรแถวของ A ) d im= ( ปริภูมิเวกเตอรหลักของ A )                                

 

ตัวอยาง 4.13  จงหามิติของปริภูมิเวกเตอรหลักและปริภูมิเวกเตอรแถวของเมทริกซ 

                                    
1 0 1 1
3 2 5 1
0 4 4 4

A
 
 =  
 − 

  

วิธีทำ  เพราะวา 2 2 1

1 0 1 1 1 0 1 1
3

3 2 5 1 0 2 2 2
0 4 4 4 0 4 4 4

R R R
A

   
→ −   = −   

   − −   


  

                                                        
2

2

1 0 1 1
0 1 1 12
0 4 4 4

RR
 

→  − 
 − 
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                                                3 3 2

1 0 1 1
4

0 1 1 1
0 0 0 0

R R R
 

→ −  − 
  



  

ดังนั้น ( )1,0,1,1  และ ( )0,1,1, 1−  เปนฐานหลักของปริภูมิเวกเตอรแถวของ A   

ฉะนั้น มิติของปริภูมิเวกเตอรแถวของ A  เทากับ 2 

และจากทฤษฎีบท 4.7 จะไดวา มิติของปริภูมิเวกเตอรหลักของ A  เปน 2                                         

 

        จากตัวอยางนี้ จะพบวา เม่ือใชการดำเนินการตามแถวข้ันมูลฐานกระทำกับเมทริกซ A  จนเปนเมริกซ

ข้ันบันได จะไดวา มีจำนวนแถวท่ีไมเปนศูนยหมด 2 แถว ดังนั้น มิติของปริภูมิเวกเตอรแถว จะเปน 2 ซ่ึงจะทำ

ใหนิยามคาลำดับข้ันของเมทริกซ A  ไดดังนิยามตอไปนี้  

 

นิยาม 4.5 มิติของปริภูมิเวกเตอรแถวและปริภูมิเวกเตอรหลักของเมทริกซ A  จะเรียกวา คาลำดับข้ันของ A    

             นั้นคือ rank d imA =  ( ปริภูมิเวกเตอรแถวของ A ) d im= ( ปริภูมิเวกเตอรหลักของ A )   

 

ทฤษฎีบท 4.8  ถา A  เปนเมทริกซจัตุรัสมิติ n  แลวขอความตอไปนี้จะสมมูลกัน 

1. A  จะหาตัวผกผันได 

2. 0AX =  จะมีผลเฉลยชัด 

3. A  จะสมมูลตามแถวกับ nI   

4. AX B=  เปนระบบท่ีมีผลเฉลย เม่ือ B  เปนเมทริกซมิติ 1n×   

5. det 0A ≠   

6. A  มีคาลำดับข้ันเทากับ n   

7. เวกเตอรแถวของ A  จะเปนอิสระเชิงเสน 

8. เวกเตอรแถวของ A  จะเปนอิสระเชิงเสน 

พิสูจน  เห็นชัดวา 3 สมมูลกับ 1,2,4 และ 5 

          จะแสดงวา 3,6,7 และ 8 สมมูลกัน 

          เริ่มจาก จะพิสูจนวา 3 6→   

          ให A  สมมูลตามแถวกับ nI  และเนื่องจาก nI  มีจำนวนแถวท่ีไมเปนศูนยหมด n  แถว จะไดปริภูมิ

เวกเตอรแถวของ A  จะมีมิติเทากับ n   

          ดังนั้น A  มีคาลำดับข้ันเปน n   
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      ตอไปจะพิสูจนวา 6 7→   

       ให A  มีลำดับข้ันเปน n   

จะไดวา ปริภูมิเวกเตอรแถวของ A  จะมีมิติเทากับ n   

และเวกเตอรแถว n  เวกเตอรของ A  ท่ัวปริภูมิเวกเตอรแถวของ A   

ดังนั้น เวกเตอรหลักของ A  จะเปนอิสระเชิงเสน 

 

        ถัดไป จะพิสูจนวา 7 8→   

        ใหเวกเตอรแถวของ A  เปนอิสระเชิงเสน 

จะไดวา ปริภูมิเวกเตอรแถวและปริภูมิเวกเตอรหลักของ A  จะมีมิติเทากับ n   

และเนื่องจากเวกเตอรหลักของ A  แผท่ัวริภูมิเวกเตอรหลัก 

ดังนั้น เวกเตอรหลักของ A  จะเปนอิสระเชิงเสน 

 

         สุดทาย จะพิสูจนวา 8 3→   

         ใหเวกเตอรหลักของ A  เปนอิสระเชิงเสน 

จะไดวา ปริภูมิเวกเตอรหลักของ A  จะมีมิติ n  และปริภูมิเวกเตอรแถวของ A  จะมีมิติ n  ดวย 

นั่นคือ เมทริกซข้ันบันไดลดรูปตามแถวของ A  จะมีจำนวนแถวท่ีไมเปนศูนยหมด n  แถว 

กลาวคือ เมทริกซข้ันบันไดลดรูปตามแถวของ A  จะเปน nI   

ดังนั้น A  จะสมมูลตามแถวกับ nI                                                                                 

 

                  พิจารณาระบบสมการเชิงเสน 

                

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

m m

m m

n n nm m n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
+ + + =

+ + + =









         

สามารถเขียนในรูปเมทริกซไดเปน 

              AX B=    

โดยท่ี  A  เปนเมทริกซสัมประสิทธิ์ของตัวแรในระบบสมการ 

         B  เปนเมทริกซของคาคงท่ีในระบบสมการ 

และ   X เปนเมทริกซของตัวแปรในระบบสมการ 
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หรือเขียนแทนดวย 

           

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

n

n

n n nm m n

a a a x b
a a a x b

a a a x b

     
     
     =
     
     
     





     



  

หรือ 

11 12 1 1

21 2 2 2
1 2

1 2

m

m
m

n n nm n

a a a b
a a a b

x x x

a a a b

       
       
       + + + =
       
       
       



   

  

นั่นคือ 1 21 2 mmAX x c x c x c= + + +   

เม่ือ 1 2, ,..., mc c c  ปริภูมิเวกเตอรหลักของเมทริกซ A   

และ ; 1, 2,...,ix i m=  เปนตัวแปรในระบบสมการ 

        จากสมการขางตน จะไดวาผลคูณ AX  เปนการรวมเชิงเสนของเวกเตอรหลักของ A  ดังทฤษฎีบท

ตอไปนี้ 

 

ทฤษฎีบท 4.9 ระบบสมการเชิงเสน AX B=  จะมีผลเฉลย ก็ตอเม่ือ B  เปนการรวมเชิงเสนของเวกเตอร

หลักของ A   

พิสูจน  ให AX B=  เปนระบบสมการ  

           

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

m m

m m

n n nm m n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
+ + + =

+ + + =









  

 

1. ให AX B=  มีผลเฉลย 

และสมมติ 

1

2

m

x
x

X

x

′ 
 ′ ′ =
 
 ′ 



 เปนผลเฉลยของ AX B=   

จะไดวา AX B′ =   
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หรือ    

11 12 1

21 2 2
1 2

1 2

m

m
m

n n nm

a a a
a a a

B x x x

a a a

     
     
     ′ ′ ′= + + +
     
     
     



  

  

ดังนั้น B  เปนการรวมเชิงเสนของเวกเตอรหลักของ A   

 

2.  ให B  เปนการรวมเชิงเสนของเวกเตอรหลักของ A   

ฉะนั้น จะมีสเกลาร 1 2, ,..., mx x x′ ′ ′  ท่ีทำให 

        1 21 2 mmB x c x c x c′ ′ ′= + + +   

เม่ือ 1 2 mc c c+ + +  เปนเวกเตอรหลักของเมทริกซ A  

นั่นคือ  

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

m

m
m

n n nm

a a a
a a a

B x x x

a a a

     
     
     ′ ′ ′= + + +
     
     
     



  

  

ดังนั้น ระบบสมการเชิงเสน AX B=  มีผลเฉลย                                                                     

 

ตัวอยางเชน กำหนดให   1 2 33 2 1x x x− + + =    

                                1 2 3

1 2 3

2 3 9
2 2 3
x x x

x x x
+ − = −
+ − = −

  

หรือสามารถเขียนใหอยูในรูป AX B=  ไดดังนี้ 

               
1

2

3

1 3 2 1
1 2 3 9
2 1 2 3

x
x
x

−     
     − = −     
     − −     

  

จากการแกระบบสมการ จะไดวา ผลเฉลยเปน 1 2 32, 1, 3x x x= = − =   

     ดังนั้น ผลคูณของเมทริกซ 
1 3 2 2

1 2 3 1
2 1 2 3

−   
   − −   
   −   

 สามารถเขียนใหอยูในรูปของการรวมเชิงเสนของ

เวกเตอรหลักของ A  ไดดังนี้ 

                     
1 3 2 1

2 1 2 3 3 9
2 1 2 3

−       
       − + − = −       
       − −       
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4.3 เวกเตอรพิกัดและเมทริกซพิกัด (Coordinate Vector and  Coordinate Matrix) 

นิยาม 4.6   ถา { }1 2, ,..., nS v v v=  เปนฐานหลกัของปริภูมิเวกเตอร V  และ v V∈  สมมติ 1 2, ,..., nc c c   

เปนสเกลารท่ีทำให 1 21 2 ... nnv c v c v c v= + + +  เวกเตอรพิกัดของ v  เทียบกับฐานหลัก S  (Coordinate 

Vector of v  with respect to the ordered basis S  ) จะเขียนแทนดวย ( )S
v  ซ่ึงนิยาม 

( ) ( )1 2, ,..., nS
v c c c=  โดยเรียกสมาชิกของ ( )S

v  วา พิกัดของ v  เม่ือเทียบกับ S  (Coordinates  of v  

with respect to S ) และ เมทริกซพิกัด (Coordinate matrix) ของ v  เทียบกับฐานหลัก S  จะเขียนแทน

ดวย ( )S
v  จะเปนเมทริกซ 1n×  ซ่ึงเทากับ 

1

2

n

c
c

c

 
 
 
 
 
 



  

 

ตัวอยาง 4.14  ในปริภูมิเวกเตอร 3
  กำหนดให { }1 2 3, ,S v v v=  เปนฐานหลัก โดยท่ี 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3
1, 2,1 , 2,9,0 , 3,3,4v v v= = =   

1) จงหาเวกเตอรพิกัดและเมทริกซพิกัดของ ( )5, 1,9v = −  เทียบกับฐานหลัก S   

2) จงหาเวกเตอร v  ใน 3
  ท่ีมีเวกเตอรพิกัดเทากับฐานหลัก S  คือ ( ) ( )1,3,2

S
v = −   

วิธีทำ  1) พิจารณา 1 2 31 2 3v c v c v c v= + +   เม่ือ 1 2 3, ,c c c  เปนสเกลาร จะได 

             ( ) ( ) ( ) ( )1 2 35, 1,9 1,2,1 2,9,0 3,3,4c c c− = + +    

             หรือ     1 2 32 3 5c c c+ + =   

                     1 2 32 9 3 1c c c+ + = −   

             และ            1 34 9c c+ =   

แกระบบสมการเชิงเสนหาคาของ 1 2 3, ,c c c  โดยจะไดผลเฉลย 1 2 31, 1, 2c c c= = − =   

ดังนั้น เวกเตอรพิกัดของ ( )5, 1,9v = −  เทียบกับฐานหลัก S  คือ ( ) ( )1, 1, 2
S

v = −   

และเมทริกซพิกัดของ ( )5, 1,9v = −  เทียบกับฐานหลัก S  คือ [ ]
1
1

2
S

v
 
 = − 
  

  

 

           2) เนื่องจากเวกเตอรพิกัดของ v  เทียบกับฐานหลัก S  คือ ( ) ( )1,3,2
S

v = −  จะได  

                                   ( ) 1 2 31 3 2v v v v= − + +   

                                     ( )( ) ( ) ( )1 1,2,1 3 2,9,0 2 3,3,4= − + +   

                                      ( )11,31,7=                                                                       



27 
 

ตัวอยาง 4.15  ในปริภูมิเวกเตอร 2P  กำหนดให  { }21, ,S x x=  เปนฐานหลัก จงหาเวกเตอรพิกัดและ 

เมทริกซพิกัดของ 2
0 1 2P a a x a x= + +   

วิธีทำ เนื่องจาก { }21, ,S x x=  เปนฐานหลักมาตรฐานหลักของ 2P   

และกำหนดให 2
0 1 2P a a x a x= + +  จะได เวกเตอรพิกัดและเมทริกซพิกัดของ P  เทียบกับฐานหลัก S  คือ  

( ) ( )0 1 2, ,
S

p a a a=  และ 
0

1

2

S

a
p a

a

 
   =   
  

 ตามลำดับ                                                                

 

ตัวอยาง 4.16  ในปริภูมิเวกเตอร 3
  ให  ( ) ( ) ( ){ }1 1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1S =  และ 

( ) ( ) ( ){ }2 0,1,1 , 1,0,0 , 0,1,0S =  จงหาเมทริกซพิกัดของ ( )2,3,4v =  เทียบกับ 1S  และ 2S   

วิธีทำ  จะเห็นวา 1S   เปนฐานหลักมาตรฐานหลักของ 3
   

          พิจารณา ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32,3, 4 1,0,0 0,1,0 0,0,1c c c= + +  เม่ือ 1 2 3, ,c c c  เปนสเกลาร 

          จะได 1 2 32, 3, 4c c c= = =   

          นั่นคือ ( ) ( ) ( ) ( )2,3,4 2 1,0,0 3 0,1,0 4 0,0,1= + +   

          ดังนั้น [ ]
1

2
3
4

S
v

 
 =  
  

  

จากตัวอยาง 4.10 จะเห็นวา 2S  เปนฐานหลักของ 3
   

          พิจารณา ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32,3, 4 0,1,1 1,0,0 0,1,0c c c= + +  เม่ือ 1 2 3, ,c c c  เปนสเกลาร 

           จะได 1 2 34, 2, 1c c c= = = −   

           ดังนั้น [ ]
2

4
2
1

S
v

 
 =  
 − 

                                                                                        

 

จากตัวอยางท่ี 4.16 จะเห็นวา เวกเตอร v  เดียวกันแตคนละฐานหลักจะมีพิกัดท่ีแตกตางกัน 

 

4.4 การเปล่ียนฐานหลัก (Change of Basis)  

      เพ่ือใหงายตอความเขาใจในเรื่องการเปลี่ยนฐานหลัก จะเริ่มตนจาก ให V  เปนปริภูมิเวกเตอร โดยมี                  

{ }1 2,B u u=  และ { }1 2,B u u′ ′ ′=  เปนฐานหลัก 
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สมมติวา [ ]1 B

a
u

b
 ′ =  
 

 และ [ ]2 B

c
u

d
 ′ =  
 

  

จะได 1 1 2u au bu′ = +  และ 2 1 2u cu du′ = +   

กำหนดให v  เปนเวกเตอรใด ๆ ใน V  โดย [ ] 1

2
B

k
v

k′

 
=  
 

 เปนเมทริกซพิกัดเทียบกับฐานหลักใหม  

จะได   1 21 2v k u k u′ ′= +   

            ( ) ( )1 2 1 21 2k au bu k cu du= + + +  

            ( ) ( )1 21 2 1 2k a k c u k b k d u= + + +     

ดังนั้น เมทริกซพิกัดเทียบกับฐานหลักเกา B  ของ v  คือ  

           [ ] 1 2

1 2
B

k a k c
v

k b k d
+ 

=  + 
  

                  1

2

ka c
kb d
  

=   
   

  

                  [ ]B

a c
v

b d ′

 
=  
 

  

                  [ ] [ ] [ ]1 2,
B B B

u u v
′

′ ′ =     

                  [ ]B
P v

′
=   

โดยท่ี        
a c

P
b d
 

=  
 

  

                  [ ] [ ]1 2,
B B

u u′ ′ =     

          

        ซ่ึงท่ีกลาวมาขางตนนี้ เปนวิธีการหาเมทริกซพิกัดสำหรับฐานหลักใหม B′  เทียบกับฐานหลักเกา B  

เม่ือปริภูมิเวกเตอร V  มีมิติ 2 แลวจึงพัฒนาแนวคิดไปสูกรณีท่ัวไป สำหรับปริภูมิเวกเตอร V  ท่ีมีมิติ n  ใน

ทำนองเดียวกัน จะไดวาเมทริกซพิกัดเทียบกับฐานหลักเกา { }1 2, ,..., nB u u u′ ′ ′ ′=  กับเมทริกซ P  กลาวคือ 

[ ] [ ]B B
v P v

′
=  โดยหลักของเมทริกซ P  เปนเมทริกซพิกัดของเวกเตอรในฐานหลักใหมเทียบกับฐานหลักเกา 

นั่นคือ เวกเตอรหลักของ P  คือ 1 2, ,..., n
B B B

u u u     ′ ′ ′
          

 หรือ 1 2, ,..., n
B B B

P u u u      ′ ′ ′=             
 

เรียกเมทริกซ P  วา เมทริกซเปล่ียนสถานะ  (Transition Matrix) จาก B′  ไป B  เขียนแทนดวย B BA′  ซ่ึง

สามารถพิสูจนไดดังทฤษฎีตอไปนี้ 

 

 



29 
 

ทฤษฎีบท 4.10  ให v  เปนเวกเตอรใด ๆ ในปริภูมิเวกเตอร V  ถา P  เปนเมทริกซเปลี่ยนสถานะจากฐาน

หลัก { }1 2, ,..., nB u u u=  ไป { }1 2, ,..., nB u u u′ ′ ′ ′=  แลว [ ] [ ]B B
v P v

′
=   

พิสูจน  ให  V  เปนปริภูมิเวกเตอร โดยมี { }1 2, ,..., nB u u u=  และ { }1 2, ,..., nB u u u′ ′ ′ ′= เปนฐานหลัก  

สมมติ [ ] [ ] [ ]
11 21 1

12 22 2
1 2

1 2

, ,...,

n

n
nB B B

n n nn

a a a
a a a

u u u

a a a

     
     
     ′ ′ ′= = =
     
     
     

  

  

จะได  1 1 211 12 1 nnu a u a u a u′ = + + +   

        2 1 221 22 2 nnu a u a u a u′ = + + +



  

และ  1 21 2n nn n nnu a u a u a u′ = + + +   

กำหนดให v  เปนเวกเตอรใด ๆ ใน V  โดย [ ]
1

2
B

n

k
k

v

k

′

 
 
 =
 
 
 



  เปนเมทริกซพิกัดเทียบกับฐานหลัก B′   

จะได   1 21 2 nnv k u k u k u′ ′ ′= + + +   

            ( ) ( )1 2 1 21 11 12 1 2 21 22 2n nn nk a u a u a u k a u a u a u= + + + + + + +     

               ( )1 21 2 nn n n nnk a u a u a u+ + + + +   

            ( ) ( )1 21 11 2 21 1 1 12 2 22 2n n n nk a k a k a u k a k a k a u= + + + + + + +     

               ( )1 1 2 2 nn n n nnk a k a k a u+ + + + +    

ดังนั้น เมทริกซพิกัดเทียบกับฐานหลัก B  ของ v  คือ  

             [ ]

1 11 2 21 1

1 12 2 22 2

1 1 2 2

n n

n n
B

n n n nn

k a k a k a
k a k a k a

v

k a k a k a

+ + + 
 + + + =
 
 

+ + + 









  

                   

11 21 1 1

12 22 2 2

1 2

n

n

n n nn n

a a a k
a a a k

a a a k

   
   
   =
   
   
   





    



  

                   [ ]
11 21 1

12 22 2

1 2

n

n
B

n n nn

a a a
a a a

v

a a a

′

 
 
 =
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                [ ]1 2, ,..., n B
B B B

u u u v
′

      ′ ′ ′=             
 

                [ ]B
P v

′
=   

โดยท่ี       

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

P

a a a

 
 
 =
 
 
 





   



  

                 1 2, ,..., n
B B B

u u u      ′ ′ ′=             
                                                                      

 

ตัวอยาง 4.17  กำหนดปริภูมิเวกเตอร 2
  มี { }1 2,B u u=  และ { }1 2,B u u′ ′ ′=  เปนฐานหลักของ 2

             

โดยท่ี ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21,0 , 0,1 , 1,1 , 2,1u u u u′ ′= = = =   

จงหา 1) เมทริกซเปลี่ยนสถานะจาก B′  ไป B   

        2) [ ]B
v  เม่ือ [ ] 3

5B
v

′

− 
=  
 

  โดยใชเมทริกซเปลี่ยนสถานะ 

วิธีทำ   1) เพราะวา ( ) ( ) ( )1,1 1 1,0 1 0,1= +   

              หรือ        1 1 2u u u′ = +   

              ดังนั้น   1

1
1B

u   ′ =      
  

              และเพราะวา ( ) ( ) ( )2,1 2 1,0 0,1= +   

             หรือ          2 1 22u u u′ = +   

              ดังนั้น 2

2
1B

u   ′ =      
  

ฉะนั้น เมทริกซเปลี่ยนสถานะจาก B′  ไป 1 2

1 2
,

1 1B B
B B

A u u′
    ′ ′= =          

  

          2)  ให [ ]2

3
5B

v
′

− 
=  
 

  

               จาก [ ] [ ]B BB B
v A v′ ′

=   

               จะได [ ] 1 2 3 7
1 1 5 2B

v
−     

= =     
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จากตัวอยาง 4.17 ขอ 2) เราสามารท่ีจะหา [ ]B
v  ไดโดยตรง ดังนี้ 

                 ( ) ( )
( )

1 23 5
3 1,1 5 2,1

7,2

v u u′ ′= − +

= − +

=

  

ดังนั้น [ ] 7
2B

v  
=  
 

  

       นอกจากนี้ เราสามารถหาเมทริกซพิกัดของสมาชิกในฐานหลักเกา 1u  และ 2u  เทียบกับฐานหลักใหมได 

ดังนี้ 

เนื่องจาก ( ) ( ) ( )1,0 1,1 2,1= − +   

 หรือ          1 1 2u u u′ ′= − +   

ดังนั้น     [ ]1

1
1B

u
′

− 
=  
 

  

และเพราะวา ( ) ( ) ( )0,1 2 1,1 2,1= −   

 หรือ         2 1 22u u u′ ′= −   

ดังนั้น    [ ]2

2
1B

u
′

 
=  − 

  

ฉะนั้น เมทริกซเปลี่ยนสถานะจาก B  ไป B′  คือ 
1 2

1 1B BA ′

− 
=  − 

  

       โดยเม่ือนำเมทริกซเปลี่ยนสถานะจาก B′  ไป B  มาคูณกับเมทริกซเปลี่ยนสถานะจาก B  ไป B′  จะได

เมทริกซเอกลักษณ  

             
1 2 1 2 1 0
1 1 1 1 0 1B B B B nA A I′

−     
= = =     −     

  

นั่นคือ   1
B B B BA A −

′ =   

 

ตัวอยาง 4.18  ให ( ) ( ) ( ){ }1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1B =  และ ( ) ( ) ( ){ }1,1,0 , 0,1,1 , 1,0,1B′ =  เปนฐานหลัก

ของปริภูมิเวกเตอร 3
  จงหาเมทริกซเปลี่ยนสถานะจาก B  ไป B′   

วิธีทำ  เพราะวา ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11,0,0 1,1,0 0,1,1 1,0,1
2 2 2

= − +   
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ดังนั้น              ( )

1
2
11,0,0
2

1
2

B′

 
 
 
 = −    
 
 
  

  

            เพราะวา ( ) ( ) ( ) ( )1 1 10,1,0 1,1,0 0,1,1 1,0,1
2 2 2

= + −   

ดังนั้น ( )

1
2
10,1,0
2
1
2

B′

 
 
 
 =    
 
 −
  

  

             เพราะวา ( ) ( ) ( ) ( )1 1 10,0,1 1,1,0 0,1,1 1,0,1
2 2 2

= − + +   

ดังนั้น ( )

1
2

10,0,1
2
1
2

B′

 − 
 
 =    
 
 
  

  

ฉะนั้น เมทริกซเปลี่ยนสถานะจาก B  ไป B′  คือ 

( ) ( ) ( )

1 1 1
2 2 2
1 1 11,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

B B B B B
A ′ ′ ′ ′

 − 
 
  = = −             
 
 −
  

                                   

 

ทฤษฎีบท  4.11 ให P  เปนเมทริกซเปลี่ยนสถานะจากฐานหลัก B′  ไปฐานหลัก B  แลว 

             1.  P  จะมีตัวผกผัน 1P −   

             2. 1P − เปนเมทริกซเปลี่ยนสถานะจากฐานหลัก  B  ไป B′   

พิสูจน  ให  Q  เปนเมทริกซเปลี่ยนสถานะจาก B  ไป B′   

จะแสดงวา nPQ I=   
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ให  { }1 2, ,..., nB u u u=  และ x  เปนเวกเตอรใด ๆ ในปริภูมิเวกเตอร V   

สมมติ 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

c c c
c c c

PQ

c c c

 
 
 =
 
 
 





   



  

จะได    [ ] [ ]B B
x P x

′
=   

และ     [ ] [ ]B B
x Q x

′
=   

นั่นคือ [ ] [ ]B B
P x PQ x

′
=   

หรือ      [ ] [ ]B B
x PQ x=   

ให   1

1
0

0

x u

 
 
 = =
 
 
 



  

ดังนั้น  

11 12 1

21 22 2

1 2

1 1
0 0

0 0

n

n

n n nn

c c c
c c c

c c c

    
    
    =
    
    

    





    



  

หรือ    

11

21

1

1
0

0 n

c
c

c

  
  
   =
  
  

   



  

ในทำนองเดียวกัน ถาให x  แทนดวย 1 2, ,..., nu u u  จะได  

        

11

21

2

1

2

0
1

0

0
0

1

n

n

n

nn

c
c

c

c
c

c

   
   
   =
   
   

  

   
   
   =
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นั่นคือ 

1 0 0
0 1 0

0 0 1

nPQ I

 
 
 = =
 
 
 





   



  

สรุปไดวา 1Q P −=                                                                                                   

 

ตัวอยาง 4.19  กำหนดปริภูมิเวกเตอร 2P  และกำหนดฐานหลัก 1B  และ 2B  ของ 2P  ดังนี้  

{ }1 1 2 3
, ,B p p p=   โดย  2 2 2

1 2 3
1, 2 3, 1p x x p x x p x= + + = + + = +    

{ }2 1 2 3
, ,B q q q=  โดย 2 2

1 2 3
1, , 1q x q x q x= + = = +   

1) จงหาเมทริกซเปลี่ยนสถานะจาก 1B  ไป 2B   

2) จงหาเมทริกซเปลี่ยนสถานะจาก 2B  ไป 1B  

วิธีทำ   1) เนื่องจาก 
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 2 0
1 0 1 1 3 1

 
 
 
  

  

             1 2

1 0 0 1 2 0
0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 3 1

R R
 

↔  
 
  



  

       3 3 1

1 0 0 1 2 0
0 1 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1

R R R
 

→ −  
 
  



  

      2 2 3

1 0 0 1 2 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 1

R R R
 

→ −  
 
  



  

ดังนั้น เมทริกซเปลี่ยนสถานะจาก 1B  ไป 2B  คือ  

         
1 2

2 2 2
1 2 3

1 2 0
, , 1 0 0

0 1 1
B B B B B

A p p p
 
      = =         
  

  

 

2) เนื่องจาก 
2 2 1

3 3 1

1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1
1 2 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1
1 3 1 1 0 1 0 2 0 1 1 0

R R R

R R R

  → −  
   − − −   
   → − −   
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1 1 2

3 3 2

1 0 2 1 2 2
0 1 1 1 1 1

2 0 0 2 1 1 2

R R R

R R R

→ −  − 
 − − − 
 → − − 

   

                                                
3

3

1 0 2 1 2 2
0 1 1 1 1 12
0 0 1 1 1 1

2 2

RR

 
 −
 →

− − − 
 

− 
 



  

                                         
1 1 3

2 2 3

0 1 02 1 0 0
1 10 1 0 0
2 2

0 0 1 1 1 1
2 2

R R R

R R R

 
 

→ −  
 −
 

→ +  
 −
  

   

ดังนั้น เมทริกซเปลี่ยนสถานะจาก 2B  ไป 1B  คือ 

2 1
1 1 1

1 2 3

0 1 0
1 1, , 0
2 2
1 1 1
2 2

B B B B B
A q q q

 
 
 

       = = −         
 
 −
 

                                                           

          นอกจากนี้ การเปลี่ยนฐานหลักสามารถนำมาประยุกตกับการหมุนแกนไดอีกดวย ซ่ึงในหลาย ๆ 

ปญหาของระบบพิกัดฉาก xy  จะสามารถเปลี่ยนเปนใหอยูในระบบพิกัดฉาก x y′ ′  ไดโดยการหมุนแกนทวน

เข็มนาิกาท่ีจุดกำเนิดดวยมุม θ  เม่ือทำสำเร็จไดจุด Q  ใหม มีพิกัดเทียบกับระนาบ xy  และระนาบ x y′ ′  

โดยอาศัยเวกเตอรหนึ่งหนวยมาตรฐาน (Standard Unit Vector) เขามาชวย ท้ังนี้นิยามของเวกเตอรหนึ่ง

หนวยมาตรฐาน คือ เวกเตอรซ่ึงมีขนาดหนึ่งหนวย ในระนาบพิกัดฉากนิยามใช ( )1,0i =  และ ( )0,1j =  

แทนเวกเตอรหนึ่งหนวยตามแนวแกน x  และ y  ทางบวก ตามลำดับ และ ให  1u ′  และ 2u ′  เปนเวกเตอร

หนึ่งหนวยมาตรฐานตามแกน x′  และ y′  ทางบวก ตามลำดับ เราเทียบการหมุนเทากับการเปลี่ยนฐานหลัก

เกา { }1 2,B u u=  และฐานหลักใหม { }1 2,B u u′ ′′ =  ดังรูป     
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           y                                                                                                                                                                                                                                     

y′                                                                                                2u   

                             ( )
( )

,

,

x y
Q

x y′ ′





                                       2u ′   

                                      x′                                                                                   1u ′   

                       θ                   x                                                               θ           1u                                                    

 

โดยจะไดความสัมพันธวา 1x x
P

y y
−′   

=   ′   
  

ซ่ึง P  เปนเมทริกซเปลี่ยนสถานะจาก B′  ไป B  สามารถหาไดจากเมทริกซพิกัดของฐานหลักใหม 1u ′  และ 

2u ′  เทียบกับฐานหลักเกา มีหลักการดังนี้ 

          กำหนดใหสวนประกอบของ 1u ′  เทียบกับฐานหลักเกาเปน cosθ  และ sinθ   

กลาวคือ 1

cos
sinB

u
θ
θ

  ′ =      
 ดังรูป 

 

 

                  y′           y  

 

                                                        x′        

                                         1u ′    

                                      θ        sinθ   

                                      cosθ                          x   

และ 2

cos
sin2

cos
sin

2
B

u

πθ
θ
θπθ

  +   −   ′  = =         +  
  

  ดังรูป 
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                        y′                 y   

 

                         2u ′                                               x′   

             sin
2
πθ + 

 
  

                                         
2
πθ +       θ                     x   

              cos
2
πθ + 

 
                                                           

 

ดังนั้น เมทริกซเปลี่ยนสถานะจาก B′  ไป B  คือ 

          
cos sin
sin cosB BP A

θ θ
θ θ′

− 
= =  

 
  

 โดยมีตัวผกผันของ P  คือ  

          1 cos sin
sin cos

P
θ θ
θ θ

−  
=  − 

  

นั่นคือ 
cos sin
sin cos

x x
y y

θ θ
θ θ

′     
=     ′ −     

  

หรือ cos sinx x yθ θ′ = +   

และ sin cosy x yθ θ′ = − +   

 

ตัวอยางเชน ถาใหหมุนแกนไปเปนมุม 45θ =    

จะไดวา 1sin 45 cos 45
2

= =    

และ   

1 1
2 2
1 1
2 2

x x
y y

 
 ′    =   ′     −  

  

ถาพิกัดเกาของจุด Q  คือ ( ) ( ), 2, 1x y = −   

แลว   

1 1 1
22 2 2

1 1 1 3
2 2 2

x
y

   
   ′      = =   ′ −      − −      

       นั่นคือ พิกัดใหมของ Q  คือ ( ) 1 3, ,
2 2

x y  ′ ′ = − 
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                                             แบบฝกหดับทที่ 4 

 

1. จงพิจารณาวา เซตในขอใดตอไปนี้เปนฐานหลักของ 3
   

       1.1 ( ) ( ) ( ){ }1,0,0 , 2,2,0 , 3,3,3         1.2  ( ) ( ) ( ){ }3,1, 4 , 2,5,6 , 1,4,8−   

       1.3 ( ) ( ) ( ){ }2, 1,1 , 4,1,1 , 0, 7,1− −       1.4 ( ) ( ) ( ){ }1,6, 4 , 2, 4, 1 , 1, 2,5− −   

2. จงพิจารณาวา เซตในขอใดตอไปนี้เปนฐานหลักของ 2P   

          2.1 { }2 21 3 2 ,1 4 ,1 7x x x x x− + + + −   

          2.2 { }2 2 24 6 , 1 4 2 ,5 2x x x x x x+ + − + + − −   

          2.3 { }2 2 21 , ,x x x x x+ + +   

3. ในปริภูมิเวกเตอร 2 2M ×  ให 
3 6 0 1 0 8 1 0

, , ,
3 6 1 0 12 4 1 2

S
 − −        

=         − − − − −        
  

    จงพิสูจนวา S  เปนฐานหลักของ 2 2M ×   

4. จงหาฐานหลักของ 3
  โดยท่ีฐานหลักนี้มีเวกเตอรท่ีกำหนดเปนสมาชิก 

       4.1 ( )1,0,1v =                      4.2 ( ) ( )1 22,3, 1 , 4, 2,1v v= − = −   

5. จงหาฐานหลักและมิติของปริภูมิของผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนแบบเอกพันธุตอไปนี้ 

1 2 3

1 2 3

1 3

5.1 0
2 2 0

0

x x x
x x x
x x

+ − =
− − + =
− + =

                  

    

1 2 3 4

1 2 3 4

5.2 3 0
5 0

x x x x
x x x x
+ + + =

− + − =   

 

1 2 3 4

1 2 3 4

5.3 4 3 0
2 8 6 2 0

x x x x
x x x x

− + − =
− + − =                 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5.4 3 0
2 6 2 0
3 9 3 0

x x x
x x x
x x x

− + =

− + =
− + =

  

 

1 2 3

1 3

2 3

5.5 2 3 0
5 0

0

x x x
x x
x x

+ + =
+ =
+ =

                      

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5.6 0
3 3 2 0
4 3 0
6 5 0

x x x
x x x
x x x
x x x

+ + =
+ − =
+ − =
+ + =
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

5.7 3 2 0
5 0

3 5 8 0

x x x
x x x

x x x

+ + =
+ + =

+ + =
                            

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5.8 2 7 0
2 3 2 0

2 0

x x x
x x x

x x x

− + =
+ − =
− + =

  

 

1 2 3

1 2 3

5.9 4 2 0
2 5 0
x x x

x x x
+ + =
+ + =                            

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5.10 2 2 2 0
2 3 2 0

2 4 7 0

x x x x x
x x x x x

x x x x x

+ − + − =
+ − + − =
+ − + + =

  

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5.11 2 3 4 0
2 4 2 5 0

2 4 2 4 2 0

x x x x x
x x x x x

x x x x x

+ − + − =

+ − − + =

+ − + − =
           

1 2 3 5

1 2 3 4 5

1 2 3 5

3 4 5

5.12 2 2 0
2 3 0

2 0
0

x x x x
x x x x x

x x x x
x x x

+ − + =
− − + − + =

+ − − =
+ + =

  

1 2 3

1 3

1 2 3

5.13 0
0

2 3 0

x x x
x x

x x x

+ + =
+ =

+ + =

                            
1 2 3

1 2 3

1 2 3

5.14 3 2 0
5 0

3 5 8 0

x x x
x x x

x x x

+ + =
+ + =
+ + =

  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5.15 2 7 0
2 3 2 0

2 0

x x x
x x x

x x x

− + =
+ − =

− + =

                        
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5.16 2 2 2 0
2 3 2 0

2 4 7 0

x x x x x
x x x x x

x x x x x

+ − + − =
+ − + − =
+ − + + =

  

6. จงหาฐานหลักของเซตของผลเฉลยซ่ึงเปนปริภูมิยอยของ 3
  ท่ีกำหนด 

6.1 ระนาบ 3 2 5 0x y z− + =                       6.2 เสนตรง 2 , 1, 4x t y z t= = − =   

7. กำหนด V  เปนปริภูมิยอยของ 4
  จงหามิติของ V  ท่ีกำหนด 

7.1 ( ){ }, , ,0 , ,V a b c a b c= ∈                   7.2 ( ){ }, , , ,V a b c d d a b c a b= = + = −   

7.3 ( ){ }, , , ,V a b c d e a c e= = =   

8. จงหาเมทริกซพิกัดและเวกเตอรพิกัดของ v  เทียบกับฐานหลัก { }1 2,S v v=   

8.1 ( ) ( ) ( )1 21,0 , 0,1 , 3, 7v v v= = = −            8.2 ( ) ( ) ( )1 22, 4 , 3,8 , 1,1v v v= − = =   

8.3 ( ) ( ) ( )1 21,1 , 0, 2 , ,v v v a b= = =   

9. จงหาเวกเตอรพิกัดและเมทริกซพิกัดของ v  เทียบกับ { }1 2 3 4, , ,S v v v v=  เม่ือ 

    1 2 3 4

2 0 1 1 1 1 0 0 0 0
, , , ,

1 3 0 0 0 0 1 0 0 1
v v v v v

−         
= = = = =         −         
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                                       ผลเฉลยแบบฝกหดับทที่ 4 

 

1.     1.1, 1.2, 1.3                                                 2. 2.2, 2.3 

4.    4.1 ( ) ( ) ( ){ }1,0,1 , 1,0,0 , 0,1,0                          4.2 ( ) ( ) ( ){ }2,3, 1 , 4, 2,1 , 1,0,0− −   

5.    5.1 ฐานหลัก = (1,0,1); มิติ =1 

       5.2 ฐานหลัก = (1, 0, -1/2, 0), (0, 1, 1/2, 1);  มิติ =2 

       5.3 ฐานหลัก = (4, 1, 0, 0), (-3, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1); มิติ =3 

       5.4 ฐานหลัก = (3, 1, 0), (-1, 0, 1); มิติ =2 

       5.5 ไมมีฐานหลัก; มิติ =0 

       5.6 ฐานหลัก = (4, -5, 1); มิติ =1 

       5.7 ฐานหลัก = (7, -1, -2);  มิติ =1 

       5.8 ไมมีฐานหลัก; มิติ =0 

       5.9  ฐานหลัก = (18, -1, -7); มิติ =1 

       5.10  ฐานหลัก = (2, -1, 0, 0, 0), (4, 0, 1, -1, 0), (3, 0, 1, 0, 1); มิติ =3 

       5.11  ฐานหลัก = (2, -1, 0, 0, 0), (1, 0, 1, 0, 0);  มิติ =2 

       5.12 ฐานหลัก = (-1, 1, 0, 0, 0), (-1, 0, -1, 0, 1) ; มิติ =2 

       5.13 ฐานหลัก = (-1, -1, 1); มิติ =1 

       5.14 ฐานหลัก = (-7/2, 1/2, 1); มิติ =1 

       5.15 ไมฐานหลัก; มิติ =0 

       5.16  ฐานหลัก = (-2, 1, 0, 0, 0), (-4, 0, -1, 1, 0), (3, 0, 1, 0, 1); มิติ =3 

6.    6.1  (1, 0, -3/5), (0, 1, 2/5) หรือ (2/3, 1, 0), (-5/3, 0, 1) หรือ (1, 3/2, 0), (0, 5/2, 1) 

7.    7.1 มิติ =3                    7.2 มิติ =2                 7.3 มิติ =3 
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8.     8.1 ( ) ( ) [ ] 3
3,7 ,

7s s
v v  

= =  − 
                     8.2 ( ) [ ]

5
5 3 28, ,

328 14
14

s s
v v

 
  = =   

   
  

  

       8.3 ( ) [ ], ,
2

2
s s

a
b av a v b a

 
−   = = −    

 

  

9.       ( ) ( ) [ ]

1
1

1,1, 1,3 ,
1

3

s s
v v

− 
 
 = − − =
 −
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43 
 

 

 


