
บทที่ 7  

ปริภูมิผลคูณภายใน 

 ในบทนี้จะศึกษาเก่ียวกับผลคูณภายในของปริภูมิเวกเตอร V  บนฟลดของจำนวนจริง เพ่ือขยายแนวคิด

ในเรื่องคาประจำของเวกเตอรใน V  ระยะทางและมุมระหวางเวกเตอรสองเวกเตอรใน V  นอกจากนี้ เราจะ

กลาวถึงการตั้งฉากของเวกเตอรใน V  บนฟลดของจำนวนจริงและจะหาฐานหลักเชิงตั้งฉากและฐานหลักเชิง

ตั้งฉากปรกติโดยใชขบวนการกราม-ชมิดท ดังรายละเอียดตอไปนี้  

7.1 ปริภูมิผลคูณภายใน (Inner Product Space)   

นิยาม 7.1 ในปริภูมิเวกเตอร V  บนเซตของจำนวนจริง ผลคูณภายใน (Inner Product) บนปริภูมิเวกเตอร 

V  คือ ฟงกชันซ่ึงสงแตละคูของเวกเตอร u  และ v  ใด ๆ ใน V  ไปยังจำนวนจรงิ  

  เขียนแทนคาของฟงกชันท่ี  ,u v  ดวย ,u v  และมีสมบัติตอไปนี้  

สำหรับเวกเตอร ,u v  และ w  ใด ๆ ใน V  และจำนวนจริง k  ใด ๆ  

  1. , ,u v v u     สมบัติสมมาตร (Symmetry) 

  

  2. , , ,u v w u w v w      สมบัติการบวก (additivity)   

  3. , ,ku v k u v    สมบัติเอกพันธุ (homogeneity)  

  4. , 0u u   และ , 0u u   ก็ตอเม่ือ 0u    สมบัติมากกวาศูนย  

  ปริภูมิเวกเตอรพรอมดวยผลคูณภายใน จะเรียกวา ปริภูมิผลคูณภายใน (Inner Product Space)   

  จากสมบัติ 4 ขอขางตน จะไดสมบัติผลคูณภายในเพ่ิมอีก ดังแสดงในทฤษฎีบทตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 7.1 ถา V  เปนปริภูมิเวกเตอรบนเซตของจำนวนจริง และ ,u v  เปนผลคูณภายในบนปริภูมิ  

เวกเตอร V  แลวสำหรับทุกเวกเตอร ,u v  และ w  ใด ๆ ใน V  และจำนวนจริง k  ใด ๆ จะได  
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ตัวอยางเชน ในปริภูมิเวกเตอร n
  ถาให 

1 2
( , ,..., )

n
u u u u  และ 

1 2
( , ,..., )

n
v v v v  นิยาม  

              ผลคูณภายในแบบยุคลิด (Euclidean Inner Product) โดย  

                       
1 1 2 2

,
n n

u v u v u v u v u v        

              แลวการนิยามผลคูณภายในเชนนี้ จะสอดคลองกับสมบัติ 4 ขอ  

              ดังนั้น n
  เปนปริภูมิผลคูณภายใน 

ตัวอยาง 7.1 ให 
1 2

( , )u u u  และ 
1 2

( , )v v v เปนเวกเตอรใน 2
  นิยามโดย  

     
1 1 2 2

, 3 2u v u v u v   

     จงแสดงวา ,u v  เปนผลคูณภายในบน 2
   

พิสูจน  ให 1 2 1 2
( , ), ( , )u u u v v v   และ 

1 2
( , )w w w  เปนเวกเตอรใน 2

  และ k  เปนจำนวนจริงใด ๆ  
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   และ 2 2
1 2

3 2 0v v   ก็ตอเม่ือ 
1 2

0v v     

   นั่นคือ , 0v v   ก็ตอเม่ือ (0, 0)v     

   จาก 1 – 4 สรุปวา ,u v  เปนผลคูณภายในบน 2
  

ขอสังเกต ผลคูณภายในจากตัวอยาง 7.1 จะแตกตางจากผลคูณภายในแบบยุคลิดบน 2
  นั่นคือ ปริภูมิ  

            เวกเตอรจะสามารถมีผลคูณภายในไดมากกวาหนึ่งผลคูณ 

 



ตัวอยาง 7.2 ให 1 2
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 เปนเมทริกซมิติ 2 2  และนิยาม  
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,u v u v u v u v u v     

        จงแสดงวา ,u v  เปนผลคูณภายในบน 
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 เปนเมทริกซใน 
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M 
 และ k  เปน  

จำนวนจริงใด ๆ   
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   และ 2 2 2 2
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0v v v v     ก็ตอเม่ือ 
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   นั่นคือ , 0v v   ก็ตอเม่ือ 
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   จาก 1 – 4 สรุปวา ,u v  เปนผลคูณภายในบน 
2 2
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ตัวอยาง 7.3 ให 2
0 1 2

p a a x a x    และ 2
0 1 2

q b b x b x    เปนเวกเตอรในปริภูมิเวกเตอร 
2

P  และนิยาม  

     
0 0 1 1 2 2

,p q a b a b a b     

     จงแสดงวา ,p q  เปนผลคูณภายในบน 
2

P   

พิสูจน  ให 2 2
0 1 2 0 1 2

,p a a x a x q b b x b x       และ 2
0 1 2

r c c x c x    เปนเวกเตอรใน 
2

P  และ k  

เปนจำนวนจริงใด ๆ   
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   นั่นคือ , 0v v   ก็ตอเม่ือ 
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   จาก 1 – 4 สรุปวา ,p q  เปนผลคูณภายในบน 
2

P  

ตัวอยาง 7.4 ให ( )p p x  และ ( )q q x  เปนฟงกชันพหุนามในปริภูมิเวกเตอร 
n

P  และนิยาม  

      , ( ) ( )
b

a

p q p x q x dx   

     โดย a  และ b  เปนจำนวนจริงท่ี a b    

     จงแสดงวา ,p q  เปนผลคูณภายในบน 
n

P   

พิสูจน  ให ( ), ( )p p x q q x   และ ( )r r x  เปนเวกเตอรใน 
n

P  และ k  เปนจำนวนจริงใด ๆ 
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   4.  เนื่องจาก 2( ( )) 0p x   สำหรับทุกคา x  จะไดวา  
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  และ 2( ( )) 0
b

a

p x dx   ก็ตอเม่ือ ( ) 0p x    สำหรับทุกคา ,x a b        

   นั่นคือ , 0p p   ก็ตอเม่ือ 0p     

   จาก 1 – 4 สรุปวา ,p q  เปนผลคูณภายในบน 
n

P  

ทฤษฎีบท 7.2 (อสมการโคชี-ชวารซ(Cauchy-Sehwarz Inequality))  

     ให u  และ v  เปนเวกเตอรในปริภูมิผลคูณภายใน แลว 2
, , ,u v u u v v    

พิสูจน  กรณี 0u   จะได , 0u v   และ , 0u u    

  ดังนั้น 2
, , , 0u v u u v v    

  นั่นคือ 2
, , ,u v u u v v   

    กรณี 0u   สมมติ , , ,a u u b u v   และ ,c v v    

  ให :f    กำหนดโดย 2( ) 2f t at bt c    เม่ือ 0a     

  ดังนั้น 2( ) , 2 , ,f t u u t u v t v v      
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  จากสมบัติของปริภูมิผลคูณภายในขอ 4 จะไดวา ผลคูณภายในของเวกเตอรใด ๆ กับตัวมันเองจะปน

จำนวนท่ีไมเปนลบ  

  ฉะนั้น , 0ut v ut v      

  นั่นคือ 2( ) 2 0f t at bt c       

  ซ่ึง ( ) 0f t   ก็ตอเม่ือ 2(2 ) 4 0b ac   และ ( ) 0f t   ก็ตอเม่ือ 2(2 ) 4 0b ac    

  ดังนั้น ( ) 0f t   ก็ตอเม่ือ  

     2(2 ) 4 0b ac   



  หรือ 24 4 0b ac     

  หรือ 2
4 , 4 , , 0u v u u v v    

  หรือ 2
, , ,u v u u v v   

ตัวอยางเชน ให 
1 2

( , ,..., )
n

u u u u  และ 
1 2

( , ,..., )
n

v v v v  เปนเวกเตอรใน n
  โดยอสมการโคช-ีชวารซจะได  

   
2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2
( ) ( )( )

n n n n
u v u v u v u u u v v v             

ซ่ึงเรียกวา อสมการโคชี (Cauchy’s Inequality)  

7.2 ระยะทางและมุมในปริภูมิผลคูณภายใน  

นิยาม 7.2 ให V  เปนปริภูมิผลคูณภายในและ u  เปนเวกเตอรใน V  นอรมหรือคาประจำของเวกเตอร u  

(norm of vector u ) เขียนแทนดวย u  นิยามโดย 
1

2,u u u  และระยะทาง (distance) ระหวางจุดสอง

จุด (เวกเตอร) u  และ v  ใน V  เขียนแทนดวย ( , )d u v  นิยามโดย ( , )d u v u v   จากอสมการของโคช-ี

ชวารซจะไดวา 2 2 2
,u v u v  นั่นคือ ,u v u v    

ตัวอยาง 7.5 ให (0,1,2)u   และ ( 1, 0,2)v    เปนเวกเตอรใน 3
  พรอมผลคูณภายในแบบยุคลิด  

จงแสดงวาอสมการโคช-ีชวารซเปนจริงสำหรับตัวอยางนี้  

พิสูจน  จากผลคูณภายในแบบยุคลิดใน 3
  จะไดวา  
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   ดังนั้น 2 2 2
,u v u v   

   หรือ  ,u v u v  

ตัวอยาง 7.6 ให ( 1,2, 3)u    และ (0, 4, 3)v   เปนเวกเตอรใน 3
  พรอมผลคูณภายในแบบยุคลิด  

จงหาคาประจำของเวกเตอร u  และ v  และระยะทางระหวางเวกเตอร u  และ v   

วิธีทำ  เนื่องจาก ( 1,2, 3)u    และ (0, 4, 3)v    

   จะได คาประจำของเวกเตอร u  คือ , 1 4 9 14u u u        

          คาประจำของเวกเตอร v  คือ , 0 16 9 5v v v        



   และระยะทางระหวางเวกเตอร u  และ v  คือ ( , )d u v u v     

                    

( 1,2, 3) (0, 4, 3)

( 1, 2, 0)

1 4 0
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ตัวอยาง 7.7 ให  และ  เปนเวกเตอรใน  พรอมผลคูณภายในแบบ  

ยุคลิด จงหาคาประจำของเวกเตอร  และระยะทางระหวางเวกเตอร  และ   

วิธีทำ  เนื่องจาก  และ    

   จะได คาประจำของเวกเตอร  คือ   

  

   และระยะทางระหวางเวกเตอร  และ  คือ    

                     

ตัวอยาง 7.8 กำหนดปริภูมิเวกเตอร  จงหาคาประจำของเวกเตอร  และหาระยะทางระหวางเวกเตอร  

และ  เม่ือนิยามผลคูณภายในดังนี้  

   1)    

   2) ผลคูณภายในแบบยุคลดิ  

วิธีทำ  ให  และ    

   1) คาประจำของเวกเตอร  คือ   

        และระยะทางระหวางเวกเตอร  และ  คือ    

                         

   2) คาประจำของเวกเตอร  คือ   

        และระยะทางระหวางเวกเตอร  และ  คือ    
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ขอสังเกต คาประจำและระยะทางจะเปลี่ยนตามผลคูณภายในท่ีกำหนด นั่นคือ ถาผลคูณภายในเปลี่ยน แลวคา

ประจำของและระยะทางของเวกเตอรจะเปลี่ยนดวย 

 

ทฤษฎีบท 7.3 ถา  เปนปริภูมิผลคูณภายใน  เปนเวกเตอรใน  และ  เปนจำนวนจริงใดๆ แลวคา

ประจำของ  จะมีสมบัติตอไปนี้  

    

    ก็ตอเม่ือ    

     

      

พิสูจน  1. เนื่องจาก  ดังนั้น   
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ทฤษฎีบท 7.4 ถา  เปนปริภูมิผลคูณภายใน และ  เปนเวกเตอรใน  แลวระยะทางระหวางเวกเตอร 

 และ  จะมีสมบัติตอไปนี้  

    

    ก็ตอเม่ือ    

     

     

พิสูจน  1. เนื่องจาก    

                           

       และเนื่องจาก   

      ดังนั้น    

   2. เนื่องจาก   

                

      นั่นคือ  ก็ตอเม่ือ   

   3. เนื่องจาก   

                          

      ดังนั้น   

   4. เนื่องจาก   

                            

      ดังนั้น   

นิยาม 7.3 ให  เปนปริภูมิผลคูณภายใน และ  เปนเวกเตอรท่ีไมเปนเวกเตอรศูนยใน  เรียกมุม  ท่ี

ทำให  วา มุมระหวางเวกเตอร  และ   
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ตัวอยาง 7.9 จงหามุมระหวางเวกเตอร  และ  ในปริภูมิเวกเตอรซ่ึงมีผลคูณภายใน

แบบยุคลิด 

วิธีทำ  เนื่องจาก    

                      

   และ   

   จะได   

                          

   ดังนั้น   

ตัวอยาง 7.10 ให  เปนเมทริกซใน  ซ่ึงเปนปริภูมิผลคูณภายในท่ีนิยามผล

คูณภายในโดย  

    

จงหามุมระหวางเมทริกซ  และ   

วิธีทำ  เนื่องจาก   

           

                           

   และ   

   จะได   

                          

   ดังนั้น   

ขอสังเกต ถา  และ  ไมเปนเวกเตอรศูนย และ  แลว  และ   
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7.3 เซตของเวกเตอรเชิงตั้งฉากและเชิงตั้งฉากปรกติ  

นิยาม 7.4 ในปริภูมิผลคูณภายใน เวกเตอร  และ  จะเรียกวาปน เวกเตอรเชิงตั้งฉาก (Orthogonal 

Vectors) ถา  และถา  เปนเวกเตอรเชิงตั้งฉากกับแตละเวกเตอรในเซต  แลว  จะเปน

เวกเตอรเชิงตั้งฉากกับ   

ตัวอยางเชน 1) ให  เปนปริภูมิเวกเตอรท่ีมีผลคูณภายในแบบยุคลิด  

       ถา  และ    

       แลว   

             

                                     

       ดังนั้น  และ  เปนเวกเตอรเชิงตั้งฉากกัน  

    2) ให  เปนปริภูมิเวกเตอรท่ีมีผลคูณภายในแบบเดียวกับตัวอยาง 7.4   

       ถา  และ    

       แลว    

                                    

                                      

                                     

                                     

       ดังนั้น  และ  เปนเวกเตอรเชิงตั้งฉากสำหรับปริภูมิผลคูณภายในท่ีกำหนด  

ขอสังเกต การเปนเวกเตอรเชิงตั้งฉากจะข้ึนอยูกับผลคูณภายในท่ีกำหนด เวกเตอร 2 เวกเตอรอาจเปน  

เวกเตอรเชิงตั้งฉากสำหรับผลคูณภายในแบบหนึ่ง แตอาจไมเปนเวกเตอรเชิงตั้งฉากสำหรับผลคูณภายในอีก  

แบบหนึ่ง 

ทฤษฎีบท 7.5 ให  เปนปริภูมิผลคูณภายใน  และ  เปนเวกเตอรใด ๆ ใน  จะไดวา  และ  เปน

เวกเตอรเชิงตั้งฉากกัน ก็ตอเม่ือ   

พิสูจน   ให  และ  เปนเวกเตอรเชิงตั้งฉากกัน  

         จะไดวา    

          เนื่องจาก    
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         ดังนั้น   

    ให   

           เนื่องจาก    

                                       

                       

         ดังนั้น    

         จะไดวา    

         หรือ   

         นั่นคือ  และ  เปนเวกเตอรเชิงตั้งฉากกัน 

ขอสังเกต จากทฤษฎีบทนี้สามารถกลาวไดวา ให  เปนเวกเตอรใด ๆ ในปริภูมิผลคูณภายใน จะไดวา  

และ  เปนเวกเตอรเชิงตั้งฉากกัน ก็ตอม่ือ   

เพราะวา   
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หรือในทฤษฎีบท 7.5 เราอาจเขียนไดอีกแบบหนึ่งดังนี้  

  ให  เปนเวกเตอรใด ๆ ในปริภูมิผลคูณภายใน จะไดวา  และ  เปนเวกเตอรเชิงตั้งฉากกัน   

ก็ตอม่ือ  

  ปญหาหลายปญหาท่ีเก่ียวกับการเลือกฐานหลักในปริภูมิเวกเตอรมีจุดประสงคท่ีจะทำใหการหาผลเฉลย

ของปญหางายข้ึน สำหรับปริภูมิผลคูณภายใน การเลือกฐานหลักท่ีดีท่ีสุด คือ ฐานหลักซ่ึงทุกเวกเตอรเปน

เวกเตอรเชิงตั้งฉากซ่ึงกันและกัน 

นิยาม 7.5 เซตของเวกเตอรในปริภูมิผลคูณภายใน จะเรียกวา เซตเชิงตั้งฉาก (Orthogonal Set) ถาทุกคูของ

เวกเตอรท่ีแตกตางกันในเซตเปนเวกเตอรเชิงตั้งฉาก และเซตเชิงตั้งฉากท่ีแตละเวกเตอรมีคาประจำเวกเตอร  

เทากับ 1 เรียกวา เซตเชิงตั้งฉากปรกติ (Orthonormal Set)  

ตัวอยางเชน ในปริภูมิเวกเตอร  ท่ีมีผลคูณภายในแบบยุคลิด  

        ถาให    

       จะไดวา    

                             

                            

                ดังนั้น ทุกเวกเตอรใน  ตั้งฉากกัน  

                หรือกลาววา  เปนเซตเชิงตั้งฉาก  

                และ    

      

                        

        ฉะนั้น  เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติ  

 ถาพิจารณาเวกเตอร  ท่ีไมใชเวกเตอรศูนยในปริภูมิผลคูณภายใน แลวจะสามารถหาเวกเตอรหนึ่ง

หนวย (เวกเตอรท่ีมีคาประจำเปน 1) ท่ีมีทิศทางเดียวกับ  ไดโดยใหเวกเตอรหนึ่งหนวย คือ    

  จากทฤษฎีบท 7.3 สมบัติของคาประจำขอ 3 จะไดวา  
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โดยเรียกการกระทำท่ีนำเอาสวนกลับของความยาวของเวกเตอรมาคูณเวกเตอร ทำใหไดเวกเตอรท่ีมีคาประจำ

เปน 1 นี้ วา การทำเวกเตอร  ใหเปนบรรทัดฐาน (Normalizing ) 

  

   

  และถาให  เปนมุมระหวางเวกเตอร  และ  จะไดวา  

    

  นั่นคือ    

  สรุปไดวา  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ   

7.4 ฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติและขบวนการกราม-ชมิดท  

ทฤษฎีบท 7.6 ถา  เปนเซตเชิงตั้งฉากของเวกเตอรท่ีไมเปนเวกเตอรศูนยในปริภูมิผลคูณ

ภายใน แลว  จะเปนเซตอิสระเชิงเสน  

พิสูจน  ให  โดยท่ี    

   ดังนั้น สำหรับแตละ  จะไดวา  

        

   หรือ      

   หรือ     

   เนื่องจาก  เปนเซตเชิงตั้งฉาก  
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   จะไดวา  โดยท่ี    

   แลว       

   หรือ           

   แต         

   ดังนั้น      

   จะไดวา     

   นั่นคือ      

   สรุปไดวา  เปนอิสระเชิงเสน 

ตัวอยางเชน ให    

      จะไดวา   

                  

                 

      และ        

                 

          

      ดังนั้น  เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติสำหรับผลคูณภายในแบบยุคลิดใน    

      จากทฤษฎีบท 7.6 สรุปไดวา  เปนอิสระเชิงเสน  

นิยาม 7.6 ให  เปนปริภูมิผลคูณภายใน  เปนฐานหลักของ  จะเรียก  วาเปน ฐานหลักเชิงตั้งฉาก 

(Orthogonal Basis) ถา  เปนเซตเชิงตั้งฉาก และเรียก  วาเปน ฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ 

(Orthonormal Basis) ถา  เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติ    

จากตัวอยางกอนหนานี้ จะไดวา  

  เปนอิสระเชิงเสน  

และเนื่องจาก    
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จะไดวา  เปนฐานหลักของ   

นอกจากนี้ จะเห็นวา  เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติสำหรับผลคูณภายในแบบยุคลิดใน    

ดังนั้น  จะเปนฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติของ  

 

ทฤษฎีบท 7.7 ให  เปนฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ สำหรับปริภูมิผลคูณภายใน  และ  

เปนเวกเตอรใด ๆ ใน  แลว  

           

พิสูจน  เนื่องจาก  เปนฐานหลักของ    

   ดังนั้น  สามารถเขียนเปนการรวมเชิงเสนของสมาชิกใน  ได  

   นั่นคือ    

   จะพิสูจนวา  สำหรับ    

   สำหรับแตละเวกเตอร  จะได  

     

   และเนื่องจาก  เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติ  

   จะไดวา  และ  โดยท่ี    

   นั่นคือ   

ตัวอยาง 7.11 ให    

จงแสดงวา  เปนฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติของ  พรอมผลคูณภายในแบบยุคลิด และถาให 

 จงเขียน  เปนการรวมเชิงเสนของเวกเตอรใน    

วิธีทำ   จะแสดงวา  เปนฐานหลักของ   

   1) ถา   

            

       แลวจะได   
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       และ           

       กลาวคือ    

       ดังนั้น  เปนอิสระเชิงเสน  

    

   2)    

       ถา   

                          

       แลวจะได   

               

       และ           

       แกระบบสมการหาคาของ  โดยจะไดผลเฉลย  

       

      

        และ     

       นั่นคือ   

       ดังนั้น  แผท่ัว    

       จาก 1) และ 2) สรุปวา  เปนฐานหลักของ   

   ตอไปจะแสดงวา  เปนฐานหลกัเชิงตั้งฉากปรกติ  
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      และ        

2 3

3 4
0

5 5
a a 

1 2 3
0a a a  

S

3
1 2 3

, ( , , )u u u u u  

1 2 3 1 2 3

4 3 3 4
( , , ) (0,1, 0) , 0, , 0,

5 5 5 5
u u u a a a

                 

2 3 1 2 3

4 3 3 4
, ,

5 5 5 5
a a a a a

        

2 3 1

4 3

5 5
a a u  

1 2
a u

2 3 3

3 4

5 5
a a u 

1 2 3
, ,a a a

1 2
a u

2 1 3

4 3

5 5
a u u  

3 1 3

3 4

5 5
a u u 

1 2 3 2 1 3 1 3

4 3 4 3 3 4 3 4
( , , ) (0,1, 0) , 0, , 0,

5 5 5 5 5 5 5 5
u u u u u u u u

                                        

S 3


 1 2 3
, ,S v v v 3



S

1 2

4 3
, 0 1(0) 0 0

5 5
v v

                  

2 3

4 3 3 4
, (0)(0) 0

5 5 5 5
v v

                                      

1 3

3 4
, 0 1(0) 0 0

5 5
v v

                 

2 2 2
1

0 1 0 1v    



                
2 2

2
2

4 3
0 1

5 5
v

                  
 

         
2 2

2
3

3 4
0 1

5 5
v

                 
  

       ดังนั้น  เปนฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ  

        

       นอกจากนี้   

                      

                     

        โดยทฤษฎีบท 7.7 จะไดวา   

       นั่นคือ     

       ฉะนั้น  เปนการรวมเชิงเสนของเวกเตอรใน   

นิยาม 7.7 ให  เปนปริภูมิผลคูณภายใน และ  เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติใน  ถา  เปน

ปริภูมิท่ีแผท่ัวโดย  แลวทุกเวกเตอร  จะเขียนไดในรูป   
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ตัวอยาง 7.12 ให  เปนปริภมิูผลคูณภายในยุคลิด และ  เปนปริภูมิยอยท่ีแผท่ัวโดยเวกเตอรเชิงตั้งฉาก

ปรกติ (Orthonormal Vectors)  จงหาภาพฉายเชิงตั้งฉากของ  บน 

 และสวนประกอบของ  ท่ีตั้งฉากกับ    

วิธีทำ   ให  จะไดวา  

   ภาพฉายเชิงตั้งฉากของ  บน  คือ  

      

   และสวนประกอบของ  ท่ีตั้งฉากกับ  คือ   
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ท่ีแผท่ัวโดย  และ  

  ถัดไป จะแสดงวาสำหรับทุก ๆ ปริภูมิผลคูณภายใน สามารถสรางฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติไดโดยใช  

ขบวนการกราม-ชมิดท (Gram-Schmidt Process) ซ่ึงเริ่มจากฐานหลักใดฐานหลักหนึ่งของปริภูมิผลคูณ  
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สุดทาย เปลี่ยนสมาชิกแตละตัวในฐานหลักเชิงตั้งฉากใหมีคาประจำเปนหนึ่ง ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 
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ทฤษฎีบท 7.8 ทุก ๆ ปริภูมิผลคูณภายในท่ีไมเปนปริภูมิศูนยและเปนปริภูมิผลคูณภายในท่ีมีมิติจำกัด จะมีฐาน

หลักเชิงตั้งฉากปรกติ 

พิสูจน  ให  เปนปริภูมิผลคูณภายในท่ีไมเปนปริภูมิศูนยและเปนปริภูมิผลคูณภายในท่ีมีมิติจำกัดเปน    

   ให  เปนฐานหลักของ   

   ข้ันตอนตอไปนี้ จะเปนวิธีหาฐานหลักเชิงตั้งฉาก  ของ   
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                 ทำเชนนี้ตอไปเรื่อย ๆ จนถึงข้ันตอนท่ี n  จะไดเซตของเวกเตอรเชิงตั้งฉาก  

    

                 เนื่องจาก  มีมิติเปน  และทุกเซตของเวกเตอรเชิงตั้งฉากเปนอิสระเชิงเสน ดังนั้น   

    เปนฐานหลักเชิงตั้งฉากของ  และจะได  เปนฐานหลักเชิง  

   ตั้งฉากปรกติของ  

ตัวอยาง 7.13 ให  เปนปริภูมิผลคูณภายในยุคลิด และ  เปนฐานหลักของ  

จงหาฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติของ  โดยใชขบวนการกราม-ชมิดท  
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   ข้ันตอนท่ี 3 ให   

                                 

                 ดังนั้น  เปนฐานหลักเชิงตั้งฉากของ    
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                    นั่นคือ  เปนฐานหลักเชิง  

   ตั้งฉากของ    

  จากทฤษฎีบท 7.8 ในการเปลี่ยนฐานหลักใด ๆ ใหเปนฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติอาจทำไดงายข้ึน ถาเรา

ทำใหแตละเวกเตอรในฐานหลักมีคาประจำเปน 1 กอนท่ีจะหา  ตัวตอไป นั่นคือ   

    

   โดยท่ี   

   โดยท่ี   

         

   โดยท่ี   

จะไดวา  เปนฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติโดยใชวิธีอุปนัยเชิงคณิตศาสตรซ่ึงสามารถแสดงไดดังนี้  

เนื่องจาก    

             

                    

              

ดังนั้น  เปนเวกเตอรเชิงตั้งฉากกับ   

สมมติวา  เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติ  

แลวจะแสดงวา  เปนเวกเตอรเชิงตั้งฉากกับ  พิจารณา  
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เนื่องจาก  สำหรับทุก  และ    

ดังนั้น   

           

           

                   โดยท่ี    

นั่นคือ  เปนเวกเตอรเชิงตั้งฉากกับ   

หรือกลาวไดวา  เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติ  

สรุปไดวา  เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติของ    

โดยทฤษฎีบท 7.6 จะไดวา  เปนเซตท่ีเปนอิสระเชิงเสน และเนื่องจาก  มีมิติเทากับ    

ฉะนั้น  เปนฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติของ     

จากตัวอยางท่ี 7.13 ถาทำใหแตละเวกเตอรในฐานหลักมีคาประจำเปน 1 กอนท่ีจะหา  ตัวตอไป จะไดวา  

    

, 0
j i

w w  j i 1j k 

1 1

1

1 1 1 1 1 1 1 1

, , ,
,

, , ,

k i k i i i

k i

k k k k k k k k

u w u w w w
w w

u u w w u w w u w w

 



     




   

2

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

, ,

, , ,

k i k i i

k k k k k k k k

u w u w w

u u w w u w w u w w

 

     




   

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

, , (1)

, , ,

k i k i

k k k k k k k k

u w u w

u u w w u w w u w w

 

     




   

0 1,2, 3,...,i k

1k
w  1 2

, ,...,
k

w w w

 1 2 1
, ,..., ,

k k
w w w w 

 1 2
, ,...,

n
w w w V

 1 2
, ,...,

n
w w w V n

 1 2
, ,...,

n
w w w V

v

1
1

1

2 2 2

(1,1,1)

(1,1,1)

(1,1,1)

1 1 1
1 1 1

, ,
3 3 3

u
w

u





 

     



     

          

 

ดังนั้น ฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติของ  คือ   

ตัวอยาง 7.14 ใน  ภายใตผลคูณภายในนิยามโดย  เม่ือ  และ  

เปนฟงกชันพหุนามใน  มี  เปนฐานหลัก จงใชขบวนการกราม-ชมิดท สรางฐานหลักเชิงตั้งฉาก

ปรกติของ   
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   นั่นคือ  เปนฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติของ    

ตัวอยาง 7.15 จงหาฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติของปริภูมิของผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนแบบเอกพันธุ  

ตอไปนี้ 
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   จะไดวา    

   และจำนวนตวัแปร = 4  

   นั่นคือ  จำนวนตัวแปรในระบบ  

    ดังนั้น ระบบสมการมีผลเฉลยมากมาย  

   จากเมทริกซสุดทาย จะได  

             

   ถาให  โดยท่ี  เปนคาคงตัวท่ีเปนจำนวนจริงใด ๆ หรือ    

   และ  โดยท่ี  เปนคาคงตัวท่ีเปนจำนวนจริงใด ๆ หรือ   

   จะได    

   และ    

   นั่นคือ    
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    ตอไปจะหาฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ  

   ให    

   จะไดวา   

                 

              

   ดังนั้น ฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ คือ  
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1. ให  และ  จงแสดงวา    

เปนผลคูณภายในบน   

2. กำหนดให  จงคำนวณหา  สำหรับเวกเตอร  และ    

ในชวง    

    

3. กำหนดให  มีผลคูณภายในนิยาม  โดยท่ี  และ    

จงหา  เม่ือกำหนด  สอดคลองแตละขอตอไปนี้  

    

4. จงหา  เม่ือกำหนด  สอดคลองกับแตละขอในโจทยขอ 3 โดยใชผลคูณภายในแบบยุคลิดบน   

5. กำหนดให   มีผลคูณภายในนิยามโดย  ขณะท่ี    

และ  จงหา  ท่ีสอดคลองแตละขอตอไปนี้    

    

6. กำหนดให  และ  มีผลคูณภายในแบบยุคลิด จงหา  เม่ือ  เปนมุมระหวางเวกเตอร  และ 

 ในแตละขอตอไปนี้  
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7. ให  มีผลคูณภายในแบบยุคลิด ซ่ึงนิยามโดย  จงหา  เม่ือ  

เปนมุมระหวางเวกเตอร  และ  ในแตละขอตอไปนี้  

    

8. ให  มีผลคูณภายในแบบยุคลิด จงหาคา  ท่ีทำใหแตละขอตอไปนี้  และ  เปนเวกเตอรเชิงตั้งฉาก

กัน 

   

9. ให  มีผลคูณภายในนิยามโดย  เม่ือ    

จงพิสูจนวา  เปนเวกเตอรเชิงตั้งฉากกับเวกเตอร  

10. กำหนด  และ  เปนเวกเตอรใน  จงหา  

    

11. ให  มีผลคูณภายในแบบยุคลิดและให  เปนฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ   

เม่ือ  กำหนด  เปนเวกเตอรใน  ซ่ึงมี  และ    

จงหา  และ   

12. ให  มีผลคูณภายในแบบยุคลิด จงหาวาขอใดตอไปนี้เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติ  
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13. ให  มีผลคูณภายในนิยามโดย  เม่ือ  และ  

 จงหาวาขอใดตอไปนี้เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติ  

    

14. จงแสดงวา  เปนเซตเชิงตั้งฉากใน  

พรอมดวยผลคูณภายในแบบยุคลิด นอกจากนี้จงพิสูจนดวยวา ถาใชวิธีการทำแตละเวกเตอรใหเปนบรรทัดฐาน 

แลวผลท่ีไดจะเปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติ 

15. ให  มีผลคูณภายในแบบยุคลิด จงใชขบวนการกราม-ชมิดทแปลงฐานหลัก  ตอไปนี้ใหเปน

ฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ  

    

16. กำหนดให  เปนผลคูณภายในบน  จงใชขบวนการกราม-ชมิดทหาฐาน

หลักเชิงตั้งฉากปรกติจากฐานหลัก    

17. ใหปริภูมิเวกเตอร  มีผลคูณภายในนิยามโดย  เม่ือ  และ    

เปนฟงกชันพหุนามใน  มี  เปนฐานหลัก จงหาฐานหลักเชิงตั้งฉากของ   
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