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คำนำ

เอกสารประกอบการสอน รายวิชาคณิตศาสตรทั่วไป รหัส 4091108 นี้ ถูกกำหนดใหมีขึ้นใน
หลักสูตรคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏบุรีรัมย เปนรายวิชาพื้นฐานหลากหลาย
หลักสูตรในระดับปริญญาตรีที่ปรับปรุงขึ้นใหม เพื่อใหสอดคลองกับสภาพการศึกษาที่เปลี่ยนไป รวมถึง
ความซับซอนในรายวิชาของแตละหลักสูตร และสามารถพัฒนาศักยภาพของนักศึกษาเรียนรูรายวิชา
ขั้นสูงตอไป

จุดมุงหมายของรายวิชาคณิตศาสตรทั่วไปมุงเนนใหนักศึกษาเรียนรูหลักการทางคณิตศาสตร
พื้นฐาน ไมวาจะเปน เซต ตรรกศาสตร ความสัมพันธและฟงกชัน เมตริกซ ระบบเลขฐาน หรือแมแต
กำหนดการเชิงเสน โดยมีวัตถุประสงคใหนักศึกษาสามารถนำความรูไปประยุกตใชในการเรียนรู สามารถ
แกปญหาไดอยางมีประสิทธิภาพ

ผูเขียนหวังเปนอยางยิ่งวาเอกสารประกอบการสอนฉบับนี้จะอำนวยประโยชนใหกับผูที่สนใจ
และผูที่ใฝรูในวิชาคณิตศาสตร ขอขอบพระคุณ บิดา มารดา และครอบครัวที่เปนกำลังใจทำใหมาถึง
ตรงจุดนี้ ครูอาจารยที่ประสิทธิ์ประสาทวิชาความรูแกขาพเจา เอกสารและตำราที่ขาพเจาไดศึกษารวม
ถึงอางอิงจนเกิดเอกสารเลมนี้ มหาวิทยาลัยราชภัฏบุรีรัมยที่ใหโอกาสดีๆ อนึ่งหากเอกสารประกอบการ
สอนมีขอผิดพลาดประการใดก็ขออภัยไว ณ โอกาสนี้

สำคัญ ฮอบรรทัด
มีนาคม 2558
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แผนบริหารการสอนวิชาคณิตศาสตรทั่วไป

ชื่อสถาบันอุดมศึกษา : มหาวิทยาลัยราชภัฏบุรีรัมย
คณะ/สาขาวิชา : คณะวิทยาศาสตร/สาขาวิชาคณิตศาสตร

หมวดที่ 1 ขอมูลทั่วไป

1. รหัสและชื่อรายวิชา

4091108 คณิตศาสตรทั่วไป

2. จำนวนหนวยกิต

3(3-0-6)

3. หลักสูตร

ชื่อหลักสูตรที่ใชรายวิชานี้ คณิตศาสตร วิทยาศาสตรบัณฑิต

ประเภทของรายวิชา วิชาแกน

4. อาจารยผูสอน

อาจารย สำคัญ ฮอบรรทัด

5. ภาคการศึกษา/ชั้นปที่เรียน

ภาคการศึกษาที่ 1/นักศึกษาชั้นปที่ 1

6. รายวิชาที่ตองเรียนมากอน (Pre – requisite)

-

7. รายวิชาที่ตองเรียนพรอมกัน (Co – requisite)

-



8. สถานที่เรียน

คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏบุรีรัมย

9. วันที่จัดทำหรือปรับปรุงรายละเอียดของรายวิชาครั้งลาสุด

15 ธันวาคม 2557

หมวดที่ 2 จุดมุงหมายและวัตถุประสงค

1. จุดมุงหมายรายวิชา

เพื่อใหนักศึกษามีความรูความเขาใจเกี่ยวกับเนื้อหาตรรกศาสตรเบื้องตน เซตเบื้องตน
ความสัมพันธและฟงกชัน เมทริกซและดีเทอรมิแนนต ระบบจำนวน ระบบเลขฐานตาง ๆ และ
สามารถนำความรูในรายวิชาไปประยุกตในการแกปญหาในเนื้อหาที่เกี่ยวของไดอยางเหมาะสม

2. วัตถุประสงคในการพัฒนา/ปรับปรุงรายวิชา

เพื่อพัฒนาการเรียนการสอนและความรูใหทันกับยุคสมัย

หมวดที่ 3 ลักษณะและการดำเนินการ

1. คำอธิบายรายวิชา

ศึกษาพื้นฐานเกี่ยวกับตรรกศาสตรเบื้องตน เซต ความสัมพันธและฟงกชัน เมทริกซ
และ ดีเทอรมิแนนต ระบบจำนวน ระบบเลขฐานตาง ๆ

2. จำนวนชั่วโมงที่ใชตอภาคการศึกษา

บรรยาย สอนเสริม การฝกปฏิบัติ/งานภาคสนาม การศึกษาดวยตนเอง
40 ชั่วโมง - 5 ชั่วโมง 30 ชั่วโมง

3. จำนวนชั่วโมงตอสัปดาหที่อาจารย ใหคำปรึกษาและแนะนำทางวิชาการแกนักศึกษาเปนราย
บุคคล

3 ชั่วโมงตอสัปดาห



หมวดที่ 4 การพัฒนาการเรียนรูของนักศึกษา

1. คุณธรรม จริยธรรม

1.1 คุณธรรม จริยธรรมที่ตองพัฒนา

- ตระหนักในคุณคาและคุณธรรม จริยธรรม เสียสละ และซื่อสัตยสุจริต
- มีวินัย ตรงตอเวลา และมีความรับผิดชอบตอตนเองและสังคม
- มีภาวะความเปนผูนำและผูตาม สามารถทำงานเปนทีมและแกไขปญหาความขัด
แยงรวมถึงลำดับความสำคัญของปญหาได

- เคารพสิทธิและรับฟงความคิดเห็นของผูอื่น รวมทั้งเคารพในคุณคาและศักดิ์ศรีของ
ความเปนมนุษย

- เคารพกฎระเบียบและขอบังคับตางๆ ขององคการและสังคม
- มีจรรยาบรรณทางวิชาการและวิชาชีพ

1.2 วิธีการสอน

- บรรยายพรอมยกตัวอยาง กรณีศึกษาในประเด็นที่เกี่ยวของ
- อภิปรายกลุม

1.3 วิธีการประเมินผล

- ประเมินผลพฤติกรรมการเขาหองเรียน
- ประเมินผลการรวมกิจกรรมในชั้นเรียน
- ประเมินผลการสงงานที่ไดรับมอบหมายตามเวลา
- ประเมินผลการวิเคราะหกรณีศึกษา

2. ความรู

2.1 ความรูที่ตองไดรับ
มีความรูในเรื่องตรรกศาสตรเบื้องตน เซต ความสัมพันธและฟงกชัน เมทริกซ

และดีเทอรมิแนนต ระบบจำนวน ระบบเลขฐานตาง ๆ และสามารถนำความรูในรายวิชา
ไปประยุกตในการแกโจทยปญหาในเนื้อหาที่ เกี่ยวของไดอยางเหมาะสม นอกจากนี้ยัง
เปนพื้นฐานในการศึกษารายวิชาทางคณิตศาสตรชั้นสูงตอไป

2.2 วิธีการสอน

- ศึกษาเอกสารประกอบการสอน



- บรรยาย ผูสอนบรรยายแนวคิด ทฤษฏีเพื่อสรางพื้นฐานความรู
- ศึกษาคนควาจากแหลงตางๆ
- วิเคราะหกรณีศึกษา
- ศึกษาโดยใชปญหา
- ทดลองปฏิบัติ
- แกโจทยปญหา
- รวบรวมขอมูล
- สัมภาษณบุคคล
- สนทนาซักถาม
- ศึกษาใบความรูและปฏิบัติกิจกรรมตามใบงาน
- สรางชิ้นงานตามหลักการหรือโจทยปญหา
- บันทึกการเรียนรู

2.3 วิธีการประเมินผล

- ประเมินผลชิ้นงาน
- ประเมินพฤติกรรมการเรียนแตละกิจกรรม
- ประเมินการนำเสนอความรูประกอบการใชสื่อตางๆ
- ทดสอบยอย
- สอบกลางภาค
- สอบปลายภาค

3 ทักษะทางปญญา

3.1 ทักษะทางปญญาที่ตองพัฒนา
พัฒนาความสามารถในการคิดอยางเปนระบบ มีการวิเคราะห เพื่อการปองกัน

และแกไขปญหาอยางสรางสรรค คิดกระบวนการแกปญหาตามหลักการทางคณิตศาสตร
ที่ถูกตอง ฯลฯ

3.2 วิธีการสอน

- ใหนักศึกษาวางแผนปฏิบัติกิจกรรมตางๆ ในรายวิชา
- ทำแผนที่ความคิด (Mind Mapping)
- อภิปรายกลุม



- วิเคราะหกรณีศึกษา

3.3 วิธีการประเมินผล

- ประเมินผลจากชิ้นงาน
- ประเมินผลจากกรณีศึกษา
- สอบกลางภาคและปลายภาค โดยขอสอบที่เนนการใชสถานการณที่ใหวิเคราะห

4 ทักษะความสัมพันธระหวางบุคคลและความรับผิดชอบ

4.1 ทักษะความสัมพันธระหวางบุคคลและความรับผิดชอบที่ตองพัฒนา

- การสรางสัมพันธภาพระหวางผูเรียนดวยกัน
- ความเปนผูนำและผูตามในการทำงานเปนทีม
- การพึ่งตนเองโดยการเรียนรูดวยตนเอง และมีความรับผิดชอบทำงานที่ไดรับมอบ
หมายใหครบถวนตามกำหนดเวลา

4.2 วิธีการสอน

- การทำงานเปนกลุม การปฏิบัติหนาที่และความรับผิดชอบในกลุม
- การแลกเปลี่ยนเรียนรู และแลกเปลี่ยนขอมูลระหวางกลุม
- การปฏิบัติงานเปนรายบุคคล
- การนำเสนอผลงาน

4.3 วิธีการประเมินผล โดยขอสอบที่เนนการใชสถานการณที่ใหวิเคราะห

- ประเมินผลพฤติกรรมการทำงานเปนกลุม

5 ทักษะการวิเคราะหเชิงตัวเลข การสื่อสาร และการใชเทคโนโลยีสารสนเทศ

5.1 ทักษะการวิเคราะหเชิงตัวเลข การสื่อสารและการใชเทคโนโลยีสารสนเทศที่ตองพัฒนา

- การคิดคำนวณเชิงตัวเลข
- การสื่อสารทั้งการพูด การฟง การแปล และการเขียน โดยการทำรายงานรวมถึงนำ
เสนอในชั้นเรียน

- การวิเคราะหขอมูลจากกรณีศึกษา
- การสืบคนขอมูลทางอินเทอรเน็ต
- การใชเทคโนโลยีสารสนเทศในการสื่อสาร เชน การสงงานทางอีเมล
- การนำเสนอรายงานโดยใชรูปแบบ เครื่องมือ และเทคโนโลยีที่เหมาะสม



5.2 วิธีการสอน

- การศึกษาคนควาดวยตนเองจากแหลงเรียนรูออนไลนและสื่ออิเล็กทรอนิกส
- การนำเสนอผลงานดวยวาจาประกอบสื่ออิเล็กทรอนิกส
- การนำเสนอผลการศึกษาคนควาดวยตนเองจากการวิเคราะหและสังเคราะหขอมูล
เชิงตัวเลข มีสถิติอางอิงจากแหลงขอมูลที่นาเชื่อถือ

5.3 วิธีการประเมินผล

- ประเมินผลจากการสงขอมูล ชิ้นงาน



หมวดที่ 5 แผนการสอนและการประเมินผลการเรียนรู

1. แผนการสอน

สัปดาห จำนวน กิจกรรมการเรียน การพัฒนาการเรียนรู
ที่ หัวขอ/รายละเอียด คาบ การสอน/สื่อที่ใช ของนักศึกษา

1 2 3 4 5
1 เหตุผลเชิงอุปนัยและเชิงนิรนัย 3 แบงกลุมศึกษา √ √ √ √ √

2 ตรรกศาสตรสัญลักษณ 3 บรรยาย √ √ √ √

3 การทดสอบความสมเหตุสมผล 3 บรรยาย √ √ √ √

4 ความเปนสมาชิกของเซต 3 บรรยายพรอม √ √ √ √

การเขียนเซต และชนิดของเซต ยกตัวอยาง
5 ความสัมพันธระหวางเซต 3 บรรยายพรอม √ √ √ √

แผนภาพเวนน-ออยเลอร ยกตัวอยาง
6 กฏทางพีชคณิตของเซต 3 บรรยาย √ √ √ √

7 เรื่องเกี่ยวกับความสัมพันธ 3 บรรยายพรอม √ √ √ √ √

เรื่องเกี่ยวกับฟงกชัน ยกตัวอยาง
8 สอบกลางภาค
9 เมทริกซ 3 บรรยาย √ √ √ √ √

10 ดีเทอรมิแนนต 3 บรรยาย √ √ √ √ √

11,12 ระบบจำนวนจริง 6 บรรยาย √ √ √ √

13 เสนจำนวน คาสัมบูรณ 3 บรรยายพรอม √ √ √ √

และการแกอสมการ ยกตัวอยาง
14 การเปลี่ยนเลขฐานตาง ๆ 3 บรรยาย √ √ √ √

15,16 การดำเนินการบนเลขฐานสอง 6 บรรยายพรอม √ √ √ √

ตรรกศาสตร ยกตัวอยาง
17 สอบปลายภาค



2. แผนประเมินผลการเรียนรู

ลำดับที่ วิธีการประเมิน สัปดาหที่ประเมิน สัดสวนของการประเมิน
1 การทดสอบยอยครั้งที่ 1 4 รอยละ 5

การสอบกลางภาค 8 รอยละ 30
การทดสอบยอยครั้งที่ 2 12 รอยละ 5
การสอบปลายภาค วันสอบปลายภาค รอยละ 40

2 ประเมินผลชิ้นงาน
ประเมินผลพฤติกรรม ตลอดภาคการศึกษา รอยละ 15
ประเมินการนำเสนอผลงาน
ประเมินการมีสวนรวมในชั้นเรียน

3 การเขาเรียน ตลอดภาคการศึกษา รอยละ 5

หมวดที่ 6 ทรัพยากรการเรียนการสอน

1. เอกสารและตำราหลัก

- คณิตศาสตรเบื้องตน คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร มหาวิทยาลัยรามคำแหง

- หลักการคณิตศาสตร อาจารยปยรัตน จาตุรันตบุตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย

- คณิตศาสตรพื้นฐาน คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏ
บุรีรัมย

2. เอกสาร แหลงเรียนรูและขอมูลแนะนำ

- หองสมุดมหาวิทยาลัยราชภัฏบุรีรัมย



หมวดที่ 7 การประเมินผลและปรับปรุงการดำเนินการของรายวิชา

1. กลยุทธการประเมินประสิทธิผลของรายวิชาโดยนักศึกษา

- การสนทนากลุมระหวางผูสอนและผูเรียน

- การสังเกตพฤติกรรมของผูเรียน

- แบบประเมินผูสอน

2. กลยุทธการประเมินการสอน

- วิเคราะหผลจากสัมฤทธิ์ของการเรียน

- วิเคราะหจากบันทึกการเรียนรายสัปดาห



.



แผนบริหารการสอนประจำบทที่ 1

เนื้อหาประจำบท
1. การเขียนเซต
2. ชนิดของเซต
3. ความสัมพันธระหวางเซต
4. การดำเนินการระหวางเซต
5. จำนวนสมาชิกของเซตจำกัด

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม
1. บอกความหมายของเซตและหาสมาชิกของเซตได
2. เขียนเซตแบบแจกแจงสมาชิกและแบบบอกเงื่อนไขของสมาชิกของเซตได
3. เมื่อกำหนดเซตใดๆ ใหสามารถบอกไดวาเซตใดเปนเซตวาง เซตจำกัด เซตอนันต และเซตที่เทา

กันได
4. เขียนสับเซตของเซตที่กำหนดใหได
5. เขียนเพาเวอรเซตและบอกจำนวนสมาชิกของเพาเวอรเซตของเซตที่กำหนดใหได
6. บอกความหมายของเอกภพสัมพัทธได
7. เขียนแผนภาพของเวนน-ออยเลอรแสดงความสัมพันธของเซตในกรณีตางๆ ได
8. หาเซตที่เกิดจากการยูเนียนกันระหวางเซตที่กำหนดใหตั้งแต 2 เซตขึ้นไปได
9. หาเซตที่เกิดจากการอินเตอรเซกชันระหวางเซตที่กำหนดใหตั้งแต 2 เซตขึ้นไปได
10. หาคอมพลีเมนตของเซตที่กำหนดใหได
11. หาผลตางของเซตที่กำหนดใหได
12. หาจำนวนสมาชิกเซตจำกัดที่กำหนดใหได
13. นำความรูเรื่องจำนวนสมาชิกของเซตจำกัดไปใชในการแกโจทยปญหาได

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจำบท
1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปนี้พรอมทั้งเปดโอกาสใหซักถาม

1.1 การเขียนเซต
1.2 ชนิดของเซต
1.3 ความสัมพันธระหวางเซต
1.4 การดำเนินการระหวางเซต
1.5 จำนวนสมาชิกของเซตจำกัด

2. ใหนักศึกษาทำกิจกรรมตอไปนี้



2

2.1 ศึกษาขอมูลจากสื่ออิเล็กทรอนิกส เชน อินเทอรเนตเรื่องวิธีการเขียนเซต
2.2 ทำแบบฝกหัดที่กำหนดให

สื่อการเรียนการสอน
1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตางๆ
2. Slide Presentation

การวัดผลและการประเมินผล
1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความตั้งใจ การฟง การจดบันทึกความรูและการซัก

ถาม
2. แบบทดสอบ
3. ใบงาน
4. การมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน



บทที่ 1
เซต

เซต (set) เปนคณิตศาสตรแขนงหนึ่งที่มีมานานแลวหลายรอยป เพื่อใชอธิบายคณิตศาสตร
แขนงอื่นใหมีความรัดกุม กระชับ และมีเหตุผลที่ชัดเจนมากขึ้น ในชวงแรกนั้นความรูเรื่องเซตไมคอย
เปนระบบและไมมีการเขียนทฤษฎีที่ ชัดเจน จนมาถึงชวงปลายทศวรรษที่ 19 นักคณิตศาสตรชาว
เยอรมันชื่อ คันเตอร เกออรจ (Cantor, Georg : 1845-1918) ไดจัดเนื้อหาเรื่องเซตให เปนระบบ
และเขียนทฤษฎีที่ชัดเจน อยางที่เห็นในปจจุบัน

เซตเปนคำทางคณิตศาสตรที่ไมมีคำนิยาม (undefined) แตใชแทนกลุมของสิ่งตางๆ เชน นก
1 ฝูง ชาง 1 โขลง นักฟุตบอล 1 ทีม เปนตน แตในทางคณิตศาสตรนั้นจะแทนดวย นก 1 เซต ชาง 1
เซต นักฟุตบอล 1 เซต เปนตน เซตจะไมใชกับสิ่งของที่บอกคุณภาพ เชน เซตของคนสวย เซตของคนดี
เรานิยมใชอักษรตัวพิมพใหญ เชน A,B,C, . . . แทนชื่อเซต เรียกสิ่งที่อยูภายในเซตวาสมาชิกของเซต
ใชสัญลักษณ ∈ หมายถึง การเปนสมาชิก และ /∈ หมายถึง การไมเปนสมาชิก เชน a ∈ B หมายถึง a
เปนสมาชิกในเซต B และ b /∈ C หมายถึง b ไมไดเปนสมาชิกในเซต C เปนตน

1.1 การเขียนเซต

การเขียนเซตนั้นมีความสำคัญมาก หากเลือกเขียนเซตในรูปแบบที่ผู เขียนตองการสื่อสาร
สามารถทำใหผูรับเขาใจไดงายขึ้น โดยเฉพาะถาตองการนำไปศึกษาเชิงลึก จำเปนตองมีวิธีการเขียน
เซตในรูปแบบที่สามารถนำไปใชประโยชนไดตอไป ในบทนี้ผูเขียนแบงการเขียนเซตออกเปน 3 รูปแบบ
ใหญๆ คือ

1.1.1 การเขียนแบบแจกแจงสมาชิก (set tabular form)

การเขียนแบบแจกแจงสมาชิกทำใหสามารถมองเห็นชัดเจนวาภายในเซตๆ นั้นประกอบ
ดวยสมาชิกตัวใดบาง ตัวอยางเชน A เปนเซตของจำนวนเต็มบวก สามารถเขียน A ในรูปแบบแจกแจง
สมาชิก คือ A = {1, 2, 3, . . .} เปนตน

ตัวอยางที่ 1.1 จงเขียนเซตตอไปนี้แบบแจกแจงสมาชิก
1. เซตของจำนวนเต็มบวกคี่ที่นอยกวา 10
2. เซตของจังหวัดในประเทศไทยที่ขึ้นตนดวย ข
3. เซตของจังหวัดที่มีชายแดนติดประเทศมาเลเซีย
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4. เซตของจำนวนเต็มบวกที่มีหนึ่งหลัก
5. เซตของจำนวนคูบวกที่ไมเกิน 20
6. เซตของจำนวนนับที่สอดคลองกับสมการ x2 − 4x+ 4 = 0

วิธีทำ พิจารณาแตละขอสามารถเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชิกไดดังนี้
1. เซตของจำนวนเต็มบวกคี่ที่นอยกวา 10 = {1, 3, 5, 7, 9}

2. เซตของจังหวัดในประเทศไทยที่ขึ้นตนดวย ข =
{ขอนแกน}

3. เซตของจังหวัดที่มีชายแดนติดประเทศมาเลเซีย =
{ยะลา, สงขลา, สตูล, นราธิวาส}

4. เซตของจำนวนเต็มบวกที่มีหนึ่งหลัก = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

5. เซตของจำนวนคูบวกที่ไมเกิน 20 = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20}

6. เซตของคำตอบของ x2 − 4x+ 4 = 0 = {2}

1.1.2 การเขียนแบบบอกเงื่อนไขของสมาชิก (set builder form)

การเขียนเซตแบบบอกเงื่อนไขมีไวสำหรับเขียนในกรณีที่มีจำนวนสมาชิกหลายจำนวน
และมีคุณสมบัติบางอยางเฉพาะเจาะจง ตัวอยางเชน เซต A เปนเซตของจำนวนจริงที่มีคาอยูระหวาง
1 และ 2 ซึ่งสามารถเขียนแบบบอกเงื่อนไขไดเปน

A = {x ∈ R | 1 < x < 2}

นอกจากนี้ยังสามารถเขียนเซตคำตอบของสมการไดอีกดวย เชน

B = {x ∈ R | x2 + 2x+ 1 = 0}

ตัวอยางที่ 1.2 จงเขียนเซตตอไปนี้แบบบอกเงื่อนไขสมาชิก
1. {1, 2}
2. {. . . ,−6,−4,−2, 0, 2, 4, 6, . . .}
3. {. . . ,−5,−3,−1, 1, 3, 5, . . .}
4. {10, 20, 30, . . . , 80, 90}
5. {1, 4, 16, . . . , 81, 100}
6. {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23}

วิธีทำ พิจารณาแตละขอสามารถเขียนเซตแบบบอกเงื่อนไขสมาชิกไดดังนี้
1. {1, 2} = {x | x2 − 3x+ 2 = 0}

2. {. . . ,−6,−4,−2, 0, 2, 4, 6, . . .} = {2x | x ∈ Z}

3. {. . . ,−5,−3,−1, 1, 3, 5, . . .} = {2x− 1 | x ∈ Z}

4. {10, 20, 30, . . . , 80, 90} = {x ∈ Z+ | 10|x และ x ≤ 100}

5. {1, 4, 16, . . . , 81, 100} = {x2 | 1 ≤ x ≤ 10}

6. {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23} =
{
x ∈ Z+ | x เปนจำนวนเฉพาะและ x ≤ 25

}
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1.1.3 การเขียนเซตดวยแผนภาพเวนน – ออยเลอร (Venn-Euler Diagram)

แผนภาพเวนน – ออยเลอร เปนแผนภาพที่ใชเขียนแทนเซตรวมถึงแสดงความสัมพันธ
ระหวางเซต เปนวิธีการเขียนเซตที่ งายตอความเขาใจ สามารถมองภาพชัดเจนขึ้น และสามารถแก
ปญหาไดงายขึ้น โดยมี ออยเลอร เลออนฮารด (Euler, Leonhard : 1707 - 1783) นักคณิตศาสตร
ชาวสวิตเซอรแลนดเปนผูนำมาใชเปนครั้งแรก หลังจากนั้น เวนน จอหน (Venn, John : 1834 -1923)
นักคณิตศาสตรชาวอังกฤษไดนำมาใชอธิบายแนวคิดตางๆ ทางคณิตศาสตร นักคณิตศาสตรทั้งสองทาน
เขียนแทนเซตดวยรูปปดใดๆ โดยใชรูปสี่เหลี่ยมผืนผาแทนเอกภพสัมพัทธ และเขียนเซตอื่นๆ ลงในรูป
สี่เหลี่ยมผืนผา ดังรูปที่ 1.1

รูปที่ 1.1 การเขียนเซตดวยแผนภาพเวนน – ออยเลอร

1.2 ชนิดของเซต

เซตสามารถจำแนกชนิดโดยพิจารณาจากจำนวนสมาชิกของเซตโดยแบงเปนเซตที่สามารถ
บอกจำนวนสมาชิกได เซตที่ไมสามารถบอกจำนวนสมาชิกได และเซตที่ไมมีสมาชิกอยูเลย ดังนี้

บทนิยาม 1.2.1
เซตจำกัด หมายถึง เซตที่มีจำนวนสมาชิกเทากับจำนวนเต็มบวกคาใดคาหนึ่ง หรือศูนย นั่นคือ เปน
เซตที่บอกไดแนนอนวามีสมาชิกกี่ตัว

กำหนดใหเซต A = {0, 1, 2, . . . , 9} เราสามารถบอกไดวา A มีสมาชิก 10 ตัว ดังนั้น A เปน
เซตจำกัด ในทางกลับกัน เซต B = {0, 1, 2, . . .} ไมสามารถหาจำนวนนับที่เทากับจำนวนสมาชิก
ของ B ได จึงกลาวไดวา B ไมเปนเซตจำกัด หรือเรียกเซต B วาเซตอนันต ดังนิยามถัดไป

บทนิยาม 1.2.2
เซตอนันต หมายถึง เซตที่ไมใชเซตจำกัด หรือเซตที่มีจำนวนสมาชิกไมจำกัด

นอกเหนือไปจากเซตที่ไมสามารถบอกจำนวนสมาชิกไดอยางเซตอนันตแลวยังมีเซตที่ไมมีจำนวน
สมาชิกอยูเลย
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บทนิยาม 1.2.3
เซตวาง หมายถึง เซตที่ไมมีสมาชิก ใชสัญลักษณ ∅ หรือ {}

พิจารณาเซต A = {x ∈ N|x < 0} จะเห็นวาไมมีจำนวนนับตัวใดเลยที่นอยกวา 0 จึงกลาววา
เซต A เปนเซตวาง

บทนิยาม 1.2.4
เอกภพสัมพัทธ หมายถึง เซตที่ถูกกำหนดขอบขายของสมาชิกของเซตที่ตองการศึกษาแทนดวย
สัญลักษณ U

ขอตกลง ถากลาวถึงเซตของจำนวนโดยไมมีการกำหนดเอกภพสัมพัทธ ใหถือวาเอกภพสัมพัทธ คือ
เซตของจำนวนจริง และ n (A) หมายถึง จำนวนสมาชิกในเซต A

1.3 ความสัมพันธระหวางเซต

เมื่อเราพิจารณาเซต 2 เซตใดๆ เราจะพิจารณาวา 2 เซตที่เราสนใจนั้นมีความเกี่ยวของกัน
อยางไร ซึ่งสามารถแบงความสัมพันธตางๆของเซตทั้งการเปนสับเซต การเทากันของเซต การเทียบเทา
กันของเซต นอกจากนี้ยังนำไปสูการสรางเซตกำลัง ดังนี้

บทนิยาม 1.3.1
จะกลาววา A เปนสับเซตของเซต B ก็ตอเมื่อสมาชิกทุกตัวของเซต A เปนสมาชิก ของเซต B ใช
สัญลักษณ ⊂ แทน การเปนสับเซต และ ̸⊂ แทน ไมเปนสับเซต เราสามารถเขียนเปนสัญลักษณทาง
คณิตศาสตร ไดเปน A ⊂ B ⇔ ∀x (x ∈ A⇒ x ∈ B) นอกจากนี้ ถา A ⊂ B และ A ̸= B

แลวจะเรียก A วาเปนสับเซตแทของ B ถา A = B จะเรียก A

วาเปนสับเซตไมแทของ B

ขอสังเกต ∅ เปนสับเซตของทุกๆเซต

ตัวอยางที่ 1.3 กำหนดให A เปนเซตของจำนวนเต็ม และ B เปนเซตของจำนวนตรรกยะ พิจารณา
ทุกๆจำนวนเต็ม เปนจำนวนตรรกยะ ดังนั้น A ⊂ B ในทางกลับกัน 0.5 เปนจำนวนตรรกยะ แตไมใช
จำนวนเต็ม ดังนั้น B ̸⊂ A
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ตัวอยางที่ 1.4 กำหนดให

A = {1, 2, 3, 4}

B = {1, 2, 3, 4, 5}

C = {x ∈ N|x < 6}

เห็นไดชัดวา A เปนสับเซตแทของ B เนื่องจาก A ̸= B แต B เปนสับเซตไมแทของ C เนื่องจาก
B = C

ทฤษฎีบท 1.3.1
กำหนดให A B และ C เปนเซตใดๆ คุณสมบัติของสับเซต มีดังนี้
1. ถา A เปนเซตจำกัดและมีสมาชิก n ตัวแลว A มีสับเซตทั้งหมด 2n สับเซต
2. ถา A ⊂ B และ B ⊂ C แลว A ⊂ C

เราสามารถทำความเขาใจจากเซตจำกัดที่มีจำนวนสมาชิกนอยๆ เพื่อใหงายตอความเขาใจ เชน
กำหนดใหเซต A = {1, 2} จะเห็นวา n(A) = 2 ดังนั้น จำนวนสับเซตทั้งหมดของ A เทากับ
2n(A) = 22 = 4 นั่นคือ ∅, {1} , {2} , {1, 2}

ตัวอยางที่ 1.5 ถา A = {5, 6, 7, . . . , 20} และ B = {1, 2, 3, . . . , 15} แลวจำนวนสมาชิกใน
เซต {x|x เปนสับเซตของ A และ x ไมเปนสับเซตของ B} เทากับเทาไร
วิธีทำ จาก A = {5, 6, 7, . . . , 20} จะได n(A) = 16

และ B = {1, 2, 3, . . . , 15} จะได n(B) = 15

A ∩B = {5, 6, 7, . . . , 15} จะได n(A ∩B) = 11

นำไปวาดแผนภาพของเวนน-ออยเลอร ประกอบการพิจารณา ดังนี้

A B

ｳｸ, ｳｹ, ｳｺ, ｳｻ, ｴｲ ｷ, ｸ, ｹ,...,ｳｷ ｳ, ｴ, ｵ, ｶ
(ｷ ตัว) (ｳｳ ตัว) (ｶ ตัว)

u

พิจารณาเซต X ซึ่ง X ⊂ A และ X ̸⊂ B ดังนี้
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ขั้นแรก สรางเซต X จากสมาชิก 5, 6, 7, . . . , 15 ซึ่งมี 11 ตัว ได 211 วิธี
ขั้นที่สอง จาก X ̸⊂ B แสดงวา เซต X ตองมี 16, 17, 18, 19, 20 เปนสมาชิกอยูดวย

อยางนอย 1 ตัว จึงสรางเซต X จากสมาชิกเหลานี้ได 25 − 1 = 32− 1 = 31 วิธี
ดังนั้น {X|X ⊂ A และ X ̸⊂ B} มีจำนวนสมาชิกเทากับ 31× 211

บทนิยาม 1.3.2
เซต A เทากับเซต B ก็ตอเมื่อ ทุกสมาชิกของ A เปนสมาชิกของ B และทุกสมาชิกของ B เปน
สมาชิกของ A (นั่นคือ A และ B มีสมาชิกเหมือนกัน) ซึ่งเขียนแทนดวยสัญลักษณ

A = B

ถาเซต A และเซต B มีสมาชิกบางตัวแตกตางกัน เรากลาววา เซต A ไมเทากับเซต B ในกรณีนี้
เขียนแทนดวยสัญลักษณ A ̸= B (ปุณศยา พัฒนางกูร,2555:4)

ตัวอยางที่ 1.6 เซต A และเซต B ที่กำหนดใหเปนเซตที่เทากัน
A เปนเซตของจำนวนนับ � B = {1, 2, 3, . . .}

A = {1,−3} � B = {x|x2 + 2x− 3 = 0}

A = {1, 2, 3, 4, 5} � B = {x ∈ N|x < 6}

บทนิยาม 1.3.3
สำหรับเซตจำกัดสองเซตใดๆ จะถูกกลาววาเปนเซตที่ เทียบเทากันก็ตอเมื่อทั้งสองเซตมี จำนวน
สมาชิกเทากัน

ตัวอยางที่ 1.7 กำหนดให A = {1, 2, 3} และ B = {a, b, c} เมื่อพิจารณาแลวเราสามารถกลาวได
วาเซต A เทียบเทาเซต B เนื่องจาก n (A) = 3 = n (B)

บทนิยาม 1.3.4
เพาเวอรเซต A คือเซตของสับเซตทั้งหมดของ A ใชสัญลักษณ P (A) แทนเพาเวอรเซตของ A นั่น
คือ P (A) = {x|x ⊂ A}

ขอสังเกต กำหนดให A เปนเซตใดๆ

1. P (A) ̸= ∅

2. ∅ ∈ P (A)

3. ∅ ⊂ P (A)

4. A ∈ P (A) เสมอ
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ตัวอยางที่ 1.8 กำหนดให A = {1, 2} พิจารณาสับเซตทั้งหมดของ A ประกอบดวย ∅, {1} , {2}
และ {1, 2} ดังนั้น P (A) = {∅, {1} , {2} , {1, 2}}

ทฤษฎีบท 1.3.2
กำหนดให A เปนเซตใดๆ
1. ถา A มีสมาชิก n ตัวแลว P (A) มีจำนวนสมาชิกทั้งหมด 2n ตัว
2. A ⊂ B ก็ตอเมื่อ P (A) ⊂ P (B)

ตัวอยางที่ 1.9 กำหนดให A = {0, {1, 2}, {3}} ขอใดตอไปนี้ถูก

1. 1 ∈ A

2. {1, 2} ∈ A

3. 2 ∈ A

4. {{1, 2}} ∈ A

5. {0, {3}} ⊂ A

วิธีทำ เห็นไดชัดวาขอ 2. และขอ 5. ถูกตอง สวนขอ 1. ขอ 3. และขอ 4. ผิด

ตัวอยางที่ 1.10 กำหนดให A = {1, 2, 3, 4} จงหา

1. จำนวนสับเซตทั้งหมดของ A

2. จำนวนสับเซตแทของ A

3. จำนวนสับเซตที่มีสมาชิกอยางนอย 1 ตัว

4. จำนวนสับเซตที่มีสมาชิกอยางนอย 2 ตัว

วิธีทำ A มีจำนวนสมาชิก 4 ตัว นั่นคือ n (A) = 4

1. จำนวนสับเซตทั้งหมดของ A เทากับ 2n(A) = 24 = 16 ตัว

2. จำนวนสับเซตแทของ A เทากับ 2n(A) − 1 = 24 − 1 = 15 ตัว

3. จำนวนสับเซตที่มีสมาชิกอยางนอย 1 ตัว หมายถึง จำนวนสับเซตทั้งหมดที่ไมรวมเซตวาง ซึ่ง
เทากับ 2n(A) − 1 = 24 − 1 = 15 ตัว
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4. จำนวนสับเซตที่มีสมาชิกอยางนอย 2 ตัว หมายถึง จำนวนสับเซตทั้งหมดที่ไมรวมเซตวาง และ
เซตที่มีสมาชิก 1 ตัว รวมทั้งหมดเทากับ 5 ตัว ดังนั้น จำนวนสับเซตที่มีสมาชิกอยางนอย 2 ตัว
เทากับ 16− 5 = 11

ตัวอยางที่ 1.11 กำหนดให S = {ϕ, a, b, {a}, {a, b}, {a, {b}}} ขอใดตอไปนี้ผิด
1. {a, b} ∈ S 2. {a, b} ⊂ S 3. {a, {b}} ∈ S 4. {a, {b}} ⊂ S

วิธีทำ ขอ 1 ถูก เพราะวา {a, b} ∈ S

ขอ 2 ถูก เพราะวา a ∈ S และ b ∈ S ทำให {a, b} ⊂ S

ขอ 3 ถูก เพราะวา {a, {b}} ∈ S

ขอ 4 ผิด เพราะวา {b} /∈ S ทำให {a, {b}} ̸⊂ S

ตัวอยางที่ 1.12 กำหนดใหA,B เปนเซตซึ่ง n(A) = a, n(B) = b นิยามA×B = {(x, y)|x ∈ A, y ∈ B}

ถา n[(A−B)∪(B−A)] = 7 และ n(A×B) = 40 แลว จำนวนสมาชิกของเซต {C|C ⊆ A∪B

และ n(C) 6 2} เทากับเทาไร
วิธีทำ จาก A,B เปนเซต ซึ่ง n(A) = a, n(B) = b

และสมมติให n(A ∩B) = m

จาก n[(A−B) ∪ (B − A)] = 7

จะได (a−m) + (b−m) = 7

a+ b = 2m+ 7 ........(1)

และจาก n(A×B) = 40

จะไดวา ab = 40 ........(2)

จากขอมูลในโจทยพบวา a, b,m ตองเปนจำนวนนับ ซึ่ง m 6 a และ m 6 b

จาก (2) พบวา มี (a, b) หลายชุด เชน (1, 40), (2, 20), (4, 10), (5, 8) เปนตน แต
จาก (1) พบวา a+ b ตองเปนจำนวนคี่เทานั้น จึงเหลือ (a, b) ที่สอดคลองกับเงื่อนไขทั้งหมดเพียงแค
(1, 40), (5, 8), (8, 5) และ (40, 1)

- พิจารณากรณีที่ (a, b) เปน (1, 40) หรือ (40, 1) แทนใน (1) จะได
1 + 40 = 2m+ 7

m = 17 ซึ่งเปนไปไมได เพราะ 17 > 1

- พิจารณากรณีที่ (a, b) เปน (5, 8) หรือ (8, 5) แทนใน (1) จะได
5 + 8 = 2m+ 7

m = 3

สรุปวา n(A ∩B) = 3

ดังนั้น n(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)
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= 5 + 8− 3 = 10

ให C เปนสับเซตของ A ∪B ซึ่ง

ถา n(C) = 2 จะได C ทั้งหมดเทากับ
10

2

 =
10!

8!2!
= 45 วิธี

ถา n(C) = 1 จะได C ทั้งหมดเทากับ
10

1

 = 10 วิธี

ถา n(C) = 0 จะได C ทั้งหมดเทากับ
10

0

 = 1 วิธี คือ ϕ

ดังนั้น จำนวนสมาชิกของเซต {C|C ⊆ A ∪ B และ n(C) 6 2} เทากับ จำนวนเซต
C ซึ่งเปนสับเซตของ A ∪B และสมาชิกในเซต C ไมเกิน 2 ตัว = 45 + 10 + 1 = 56

ตัวอยางที่ 1.13 กำหนดให A = {ϕ, {a}, {a, b}} และ P (A) เปนเพาเวอรเซตของเซต A ขอ
ใดตอไปนี้ผิด

1. {ϕ} ⊂ P (A) 2. {ϕ} ∈ P (A)

3. {{a}, {a, b}} ⊂ P (A) 4. {{a, b}} ∈ P (A)

วิธีทำ จาก A = {ϕ, {a}, {a, b}} และจากความรูที่วา B ⊂ A ก็ตอเมื่อ B ∈ P (A)

ขอ 1 ถูก เพราะ ϕ ∈ P (A) เสมอ ทำให {ϕ} ⊂ P (A)

ขอ 2 ถูก เพราะ จาก ϕ ∈ A ทำให {ϕ} ⊂ A ดังนั้น {ϕ} ∈ P (A)

ขอ 3 ผิด เพราะ จาก {a} ̸⊂ A และ {a, b} ̸⊂ A ทำให {a}, {a, b} /∈ P (A)

ดังนั้น {{a}, {a, b}} ̸⊂ P (A)

ขอ 4 ถูก เพราะ {a, b} ∈ A ทำให {{a, b}} ⊂ A ดังนั้น {{a, b}} ∈ P (A)

ตัวอยางที่ 1.14 ถา A = {ϕ, {ϕ}, 0, {0}, {1}, {0, 1}} และ P (A) คือเพาเวอรเซตของ A แลว
เซต (P (A)− A) ∪ (A− P (A)) มีจำนวนสมาชิกกี่ตัว
วิธีทำ จาก A = {ϕ, {ϕ}, 0, {0}, {1}, {0, 1}} จะได n(A) = 6

ดังนั้น P (A) มีจำนวนสมาชิกเทากับ 2n(A) = 26 = 64

พิจารณาสมาชิกที่ซ้ำกันของ P (A) และ A ไดแก ϕ, {ϕ}, {0} ซึ่งมี 3 สมาชิก
จะได P (A)− A มีจำนวนสมาชิเทากับ 64− 3 = 61

และ A− P (A) มีจำนวนสมาชิกเทากับ 6− 3 = 3

ดังนั้น (P (A)− A) ∪ (A− P (A)) มีจำนวนสมาชิกเทากับ 61 + 3 = 64
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1.4 การดำเนินการระหวางเซต

การดำเนินการของเซตคือการสรางเซตใหมภายใตการดำเนินการ สมมติวา A และ B เปน
เซตใดๆ เราจะจำแนกเปนการดำเนินการตางๆ ดังนี้

บทนิยาม 1.4.1
ผลผนวก (union) ของเซต A และเซต B คือเซตที่ประกอบดวยสมาชิกของเซต A หรือเซต B หรือ
ทั้งสองเซต เราสามารถเขียนเปนสัญลักษณทางคณิตศาสตร ไดเปน A ∪ B = {x | x ∈ A หรือ
x ∈ B}

เมื่อพิจารณาผลผนวกเราสามารถเขียนเปนแผนภาพเวนน – ออยเลอรได ดังรูปที่ 1.2

รูปที่ 1.2 บริเวณแรเงาแสดง A ∪B ในรูปแบบตางๆ

บทนิยาม 1.4.2
ผลตัด (intersection) ของเซต A และเซต B คือเซตที่ประกอบดวยสมาชิกทั้งของเซต A

และเซต B เราสามารถเขียนเปนสัญลักษณทางคณิตศาสตร ไดเปน
A ∩B = {x | x ∈ A และ x ∈ B}

เมื่อพิจารณาผลตัดเขียนเปนแผนภาพเวนน – ออยเลอร ดังรูปที่ 1.3

รูปที่ 1.3 บริเวณแรเงาแสดง A ∩B ในรูปแบบตางๆ

บทนิยาม 1.4.3
ให A เปนสับเซตเอกภพสัมพัทธ U คอมพลีเมนต (complement) ของเซต A คือเซตที่ ประกอบ
ดวยสมาชิกซึ่ง เปนสมาชิกของ U แตไม เปนสมาชิกของ A เราสามารถเขียนเปนสัญลักษณทาง
คณิตศาสตร ไดเปน A′ = {x | x ∈ U และ x /∈ A}
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เมื่อพิจารณาคอมพลีเมนตสามารถเขียนเปนแผนภาพเวนน – ออยเลอร ดังรูปที่ 1.4

รูปที่ 1.4 บริเวณแรเงาแสดง A′

บทนิยาม 1.4.4
ผลตาง (different) ระหวางเซต A และเซต B คือเซตที่ประกอบดวยสมาชิกของเซต A ซึ่งไมเปน
สมาชิกของเซต B เขียนเปนสัญลักษณทางคณิตศาสตร คือ

A−B = {x | x ∈ A และ x /∈ B}
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เมื่อพิจารณาผลตาง สามารถเขียนเปนแผนภาพเวนน – ออยเลอร ดังรูปที่ 1.5

รูปที่ 1.5 บริเวณแรเงาแสดง A−B ในรูปแบบตางๆ

กำหนดให A,B และ C เปนเซต คุณสมบัติของการดำเนินการ มีดังนี้
กฎนิจพล (Idempotent Laws)

1. A ∪ A = A

2. A ∩ A = A

กฎการเปลี่ยนกลุม (Associative Laws)

1. (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

2. (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

กฎการสลับที่ (Commutative Laws)

1. A ∪B = B ∪ A

2. A ∩B = B ∩ A

กฎการแจกแจง (Distributive Laws)

1. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

2. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

กฎเอกลักษณ (Identity Laws)

1. A ∪ ∅ = A
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2. A ∩ U = A

3. A− ∅ = A

กฎเดอรมอรแกน (De Morgan's Laws)

1. (A ∪B)′ = A′ ∩B′

2. (A ∩B)′ = A′ ∪B′

กฎของคอมพลีเมนต (Complement Laws)

1. A′ ∪ A = U

2. A′ ∩ A = ∅

3. (A′)′ = A

4. U ′ = ∅

5. ∅′ = U

6. A ∩B′ = A−B

ตัวอยางที่ 1.15 กำหนดให U = {0, 1, 2, 3, . . . , 10} เปนเอกภพสัมพัทธ A = {4, 5, 6, 7, 8}

B = {1, 3, 5, 7, 9} และ C = {2, 3, 4, 6, 7, 8} จงหาเซตของคำตอบในแตละขอที่กำหนดให

1. (A ∪B) ∩ C

2. (A−B)− C

3. (A−B) ∩ C

4. (C ∩ A′) ∩B′

5. (A−B) ∪ (A− C)

6. (A ∪ C) ∩B′

วิธีทำ พิจารณา A∪B = {1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, A−B = {4, 6, 8}, A′ = {0, 1, 2, 3, 9, 10},
B′ = {0, 2, 4, 6, 8, 10}, A−C = {5}, C ∩A′ = {2, 3} และ A∪C = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}

1. (A ∪B) ∩ C = {3, 4, 6, 7, 8}
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2. (A−B)− C = ∅

3. (A−B) ∩ C = {4, 6, 8}

4. (C ∩ A′) ∩B′ = {2}

5. (A−B) ∪ (A− C) = {4, 5, 6, 8}

6. (A ∪ C) ∩B′ = {2, 4, 6, 8}

ตัวอยางที่ 1.16 จงแสดงวา A− (B ∩ C) = (A−B) ∪ (A− C)

วิธีทำ พิจารณา

A− (B ∩ C) = A ∩ (B ∩ C)′

= A ∩ (B′ ∪ C ′)

= (A ∩B′) ∪ (A ∩ C ′)

= (A−B) ∪ (A− C)

ตัวอยางที่ 1.17 กำหนดให A = {a}, B = {a, b}, C = {b, c, d}, D = {a, b, c, d} และ
M = {{a}, {a, b}, {b, c, d}} ขอใดตอไปนี้ถูกตอง

1. {A ∩B} ∈M 2. {D − A} ∩D ∈M

3. (D −B) ∩ (D − C) ⊂M 4. B ∪ (D − C) ⊂M

วิธีทำ ขอ 1 ผิด เนื่องจาก {A ∩B} = {{a} ∩ {a, b}}

= {{a}} /∈M

ขอ 2 ผิด เนื่องจาก {D − A} ∩D = {{a, b, c, d} − {a}} ∩ {a, b, c, d}

= {{b, c, d}} ∩ {a, b, c, d}

= ϕ /∈M

ขอ 3 ถูก เนื่องจาก (D −B) ∩ (D − C) = (D ∩B′) ∩ (D ∩ C ′)

= D ∩ (B′ ∩ C ′)

= D ∩ (B ∪ C)′

= D − (B ∪ C)

= {a, b, c, d} − {a, b, c, d}

= ϕ ⊂M

ขอ 4 ผิด เนื่องจาก B ∪ (D − C) = B ∪ ({a, b, c, d} − {b, c, d})

= B ∪ {a}

= {a, b} ∪ {a}
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= {a, b} ̸⊂M

ตัวอยางที่ 1.18 กำหนดให A = {a, {a}, {b}, {b, c}} ขอใดตอไปนี้ถูกตอง
1. (A−{b, c})∪{b} = {a, b, {a}, {b}, {b, c}} 2. (A−{b, c})∪{b} = {a, {a}, {b}}

3. (A− {a, {b}})− {a} = {{b, c}} 4. (A− {a, {b}})− {a} = {b, c}

วิธีทำ พิจารณาขอ 1 และขอ 2 ดังนี้
จาก A = {a, {a}, {b}, {b, c}}

A− {b, c} = A (∵ ในเซต A ไมมี b และ c)

∴ (A− {b, c}) ∪ {b} = A ∪ {b} = {a, {a}, {b}, {b, c}} ∪ {b}

= {a, b, {a}, {b}, {b, c}}

ดังนั้น ขอ 1 ถูก แต ขอ 2 ผิด
พิจารณาขอ 3 และขอ 4 ดังนี้
จาก A = {a, {a}, {b}, {b, c}}

A− {a, {b}} = {{a}, {b, c}} (∵ ในเซต A มี a และ {b})
∵ (A− {a, {b}})− {a} = {{a}, {b, c}} − {a} (ทั้ง 2 เซตไมมีสมาชิกซ้ำกัน)

= {{a}, {b, c}}

ดังนั้น ขอ 3 และขอ 4 ผิด

ตัวอยางที่ 1.19 ให A,B,C,D เปนเซตใดๆ (A ∩ C) − (B ∪ D) เทากับเซตในขอใดตอไป
นี้

1. (A−B) ∩ (D − C) 2. (A−B) ∩ (C −D)

3. (A−B) ∪ (D − C) 4. (A−B) ∪ (C −D)

วิธีทำ จากความรูที่วา A−B = A ∩B′

และ (A ∪B)′ = A′ ∩B′

พิจารณา (A∩C)− (B ∪D) = (A∩C)∩ (B ∪D)′ = (A∩C)∩ (B′ ∩D′)

= (A∩B′)∩ (C ∩D′) = (A−B)∩ (C−D)

ตัวอยางที่ 1.20 กำหนดให B = {m,n} และ C = {m,n, r} ถา {m} ⊂ A และ A ⊂ C

โดยที่ A ̸⊂ B แลวขอใดตอไปนี้ผิด
1. B−A = ϕ 2. {m} ⊂ A∩B 3. (C−A)∩B ⊂ {n, r} 4. A∪B = {m,n, r}
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วิธีทำ จากเงื่อนไข {m} ⊂ A และA ⊂ C จึงมีเซตA ไดทั้งหมด 4 แบบ ไดแก {m}, {m,n}, {m, r},

{m,n, r} แต A ̸⊂ B จึงไดวา เซต A ที่เปนไปไดคือ {m, r} หรือ {m,n, r} เทานั้น
พิจารณาแตละขอ ดังนี้
ขอ 1 ผิด เพราะถา A = {m, r} แลว B − A = {m,n} − {m, r} = {n} ซึ่ง

B − A ̸= ϕ

ขอ 2 ถูก เพราะ A ∩B ตองมี m เปนสมาชิกดวยเสมอ ทำให {m} ⊂ A ∩B

ขอ 3 ถูก เพราะ ถาให A = {m, r} จะได
(C−A)∩B = ({m,n, r}−{m, r})∩{m,n} = {n}∩{m,n}

= {n} ซึ่งเปนสับเซตของ {n, r}
หรือถาให A = {m,n, r} จะได

(C−A)∩B = ({m,n, r}−{m,n, r})∩{m,n} = ϕ∩{m,n}

= ϕ ซึ่งเปนสับเซตของ {n, r}
ดังนั้น (C − A) ∩B ⊂ {n, r} เสมอ

ขอ 4 ถูก เพราะถาให A = {m, r} จะได
A ∪B = {m, r} ∪ {m,n} = {m,n, r}

หรือถาให A = {m,n, r} จะได
A ∪B = {m,n, r} ∪ {m,n} = {m,n, r}

ดังนั้น A ∪B = {m,n, r} เสมอ

ตัวอยางที่ 1.21 กำหนดให X = {1, 2, 3, . . . , 10} และ Y = {(A,B)|A,B เปนสับเซตของ
X,A ∪B = X และ A ∩B = {1}} จำนวนสมาชิกของเซต Y เทากับเทาไร
วิธีทำ จาก X = {1, 2, 3, . . . , 10} และ A,B เปนสับเซตของ X ซึ่ง A ∪ B = X และ
A ∩B = {1}

นั่นคือ A และ B ตองมี 1 เปนสมาชิกรวมกัน สวนสมาชิก 2, 3, . . . , 10 ตองแบงใสใน
เซต A สวนหนึ่ง แลวที่เหลือทั้งหมดใสลงในเซต B (∵ A ∪B = X)

การเลือกสมาชิก 2, 3, . . . , 10 มากี่ตัวก็ได (ไมเลือกเลยสักตัวก็ได) จึงเปรียบเสมือนการ
หาสับเซตของ {2, 3, . . . , 10} นั่นเอง ซึ่งสรางไดทั้งหมด 29 แบบ

และเมื่อเราสรางเซต A แลว เซต B ที่ตองการนั้นจะถูกบังคับสมาชิกไปโดยปริยาย คือ
นำสมาชิกที่เหลือจากการสรางเซต A ไปสรางเซต B นั่นเอง

ดังนั้น จะมี (A,B) ทั้งหมด 29 แบบ
จะไดวา Y = {(A,B)|A,B เปนสับเซตของ X,A∪B = X และ A∩B = {1}}

มีจำนวนสมาชิกเทากับ 29 สมาชิก
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ตัวอยางที่ 1.22 สำหรับเซต X ใดๆ ให P (X) แทนเพาเวอรเซตของ X และ n(X) แทนจำนวน
สมาชิกของ X

ถา A และ B เปนเซตซึ่ง n(P (A ∩B)) = 4 และ n((A ∩B)× (A ∪B)) = 12

แลว n(P (A ∪B)− P ((A−B) ∪ (B − A))) เทากับเทาไร
วิธีทำ จาก n(P (A ∩B)) = 4 = 22

จะได 2n(A∩B) = 22

แสดงวา n(A ∩B) = 2

และจาก n((A ∩B)× (A ∪B)) = 12

จะได n(A ∩B) · n(A ∪B) = 12

2 · n(A ∪B) = 12

แสดงวา n(A ∪B) =
12

2
= 6

ดังนั้น P (A ∪B) มีสมาชิกทั้งหมด 2n(A∪B) = 26 = 64 ตัว ........(1)

จากขอมูล n(A∩B) = 2 และ n(A∪B) = 6 วาดภาพของเวนน-ออยเลอรประกอบ
การพิจารณา ดังนี้

A B

u

A    B B    A

A ∩B มีสมาชิก 2 ตัว
จึงไดวา n((A−B) ∪ (B − A)) = n(A ∪B)− n(A ∩B)

= 6− 2 = 4

ดังนั้น P ((A−B) (B − A)) มีสมาชิกทั้งหมด 24 = 16 ตัว ........(2)

เพราะวา (A−B) ∪ (B − A) ⊂ A ∪B และจาก (1) และ (2) จึงไดวา
n(P (A∪B)−P ((A−B)∪(B−A)) = n(P (A∪B))−n(P ((A−B)∪(B−A)))

= 64− 16 = 48

ตัวอยางที่ 1.23 จงแรเงาบริเวณคำตอบของ (A ∩B)− C

วิธีทำ
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1.5 จำนวนสมาชิกของเซตจำกัด

กำหนดให U เปนเอกภพสัมพัทธ A และ B เปนเซตจำกัด ซึ่งตางก็เปนสับเซตของเอกภพ
สัมพัทธ U เราจะกลาววา

1. ถา A ∩B = ∅ แลว n(A ∪B) = n(A) + n(B)

2. ถา A ∩B ̸= ∅ แลว n(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)

ในทำนองเดียวกัน ให U เปนเอกภพสัมพัทธ A, B และ C เปนเซตจำกัด ซึ่งตางก็เปนสับ
เซตของเอกภพสัมพัทธ U เราจะกลาววา

n(A∪B∪C) = n(A)+n(B)+n(C)−n(A∩B)−n(A∩C)−n(B∩C)+n(A∩B∩C)

ตัวอยางที่ 1.24 นักเรียนหองหนึ่งมีทั้งหมด 60 คน ชอบเรียนภาษาอังกฤษ 43 คน ชอบเรียนคณิตศาสตร
38 คน ไมชอบเรียนทั้งสองวิชา 8 จงหาจำนวนนักเรียนที่ชอบเรียนทั้งสองวิชา
วิธีที่ 1 สมมติใหนักเรียนที่ชอบเรียนภาษาอังกฤษ ชอบเรียนคณิตศาสตรเปน A และ B ตามลำดับ ให
นักเรียนที่ชอบเรียนทั้งสองวิชาเปน x เขียนเปนแผนภาพเวนน-ออยเลอร ไดเปน

ดังนั้น

52 = (43− x) + x+ (38− x)

= 81− x

x = 29



21

นั่นคือ จำนวนนักเรียนที่ชอบเรียนทั้งสองวิชามีทั้งหมด 29 คน

วิธีที่ 2 สมมติใหนักเรียนที่ชอบเรียนภาษาอังกฤษ ชอบเรียนคณิตศาสตรเปน A และ B ตามลำดับ
ดังนั้น n(A) = 43 และ n(B) = 38 พิจารณา

n(A ∪B) = n(U)− 8

= 60− 8

= 52

จากคุุณสมบัติ จะไดวา

n(A ∩B) = n(A) + n(B)− n(A ∪B)

= 43 + 38− 52

= 29

นั่นคือ จำนวนนักเรียนที่ชอบเรียนทั้งสองวิชามีทั้งหมด 29 คน

ตัวอยางที่ 1.25 ถา A และ B เปนสับเซตของเซตของจำนวนเต็มบวก โดยที่ A∪B = {1, 2, 3, 4},

A ∩B = {2} และ A มีสมาชิก 3 ตัว แลวความเปนไปไดของเซต A และ B มีทั้งหมดกี่กรณี
1. 1 กรณี 2. 2 กรณี 3. 3 กรณี 4. 4 กรณี

วิธีทำ กำหนดให A และ B เปนสับเซตของเซตของจำนวนเต็มบวกโดยที่ A ∪ B = {1, 2, 3, 4},

A ∩B = {2} และ A มีสมาชิก 3 ตัว จึงนำมาวาดแผนภาพของเวนน-ออยเลอรได 3 กรณี ดังนี้

A

ř

ś
Ś Ŝ

B

= Iuกรณีที ｳ่

A

ř

Ŝ
Ś ś

B

= Iuกรณีที ｴ่
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A

ś

Ŝ
Ś ř

B

= Iuกรณีที ｵ่

ตัวอยางที่ 1.26 ในการสำรวจความนิยมเกี่ยวกับเพลงโดยสอบถามจากนักเรียนโรงเรียนหนึ่งจำนวน
300 คน พบวาแตละคนชอบเพลงลูกทุง เพลงลูกกรุง หรือเพลงไทยเดิมอยางนอยหนึ่งประเภท ปรากฏ
วา

120 คน ชอบเพลงลูกทุง
70 คน ชอบเพลงลูกกรุงอยางเดียว
80 คน ชอบเพลงไทยเดิมอยางเดียว
45 คน ชอบทั้งเพลงลูกกรุงและเพลงไทยเดิม
30 คน ชอบทั้งเพลงลูกทุงและเพลงลูกกรุง แตไมชอบเพลงไทยเดิม
50 คน ไมชอบเพลงไทยเดิมและไมชอบเพลงลูกกรุง

จะมีคนชอบทั้งเพลงลูกทุงและเพลงไทยเดิมแตไมชอบเพลงลูกกรุงกี่คน
วิธีทำ นำขอมูลที่โจทยกำหนดใหไปวาดแผนภาพของเวนน-ออยเลอร ดังนี้

u

ｷｲ ｵｲ ｹｲ

ｶｷ
ｺｲ

x

ลูกทุ่ง ลูกกรุง

ไทยเดิม

ให x แทนจำนวนคนที่ชอบทั้งเพลงลูกทุงและเพลงไทยเดิม แตไมชอบเพลงลูกกรุง
จากนักเรียนทั้งหมดมีจำนวน 300 คน และจากรูป จะได

50 + 30 + 70 + 45 + 80 + x = 300

x = 25

ดังนั้น จะมีคนที่ชอบทั้งเพลงลูกทุงและเพลงไทยเดิมแตไมชอบเพลงลูกกรุงทั้งหมด 25

คน
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ตัวอยางที่ 1.27 จากการสำรวจความชื่นชอบรายการทีวีของคนในหมูบานหนึ่งซึ่งมีประชากรทั้งสิ้น
200 คน ผลปรากฎวา ชอบดูรายการขาว 104 คน ชอบดูละคร 106 คน ชอบดูรายการกีฬา 62 คน
ชอบดูขาวและละคร 45 คน ชอบดูละครและกีฬา 36 คน ชอบดูทั้งสามรายการ 16 คน อยากทราบวา
ถามีคนไมชอบรายการใดเลย 12 คน จะมีผูที่ชอบรายการขาวและรายการกีฬากี่คน
วิธีทำ สมมติวาเซตของคนชอบดูรายการขาวเปน A ชอบดูละครเปน B ชอบดูรายการกีฬาเปน C

พิจารณา

n(A ∪B ∪ C) = n(U)− 12

= 200− 12

= 188

จากคุุณสมบัติ จะไดวา

n(A ∩ C) = n(A) + n(B) + n(C)− n(A ∩B)− n(B ∩ C) + n(A ∩B ∩ C)

− n(A ∪B ∪ C)

= 104 + 106 + 62− 45− 36 + 16− 188

= 19

ดังนั้น มีผูที่ชอบรายการขาวและรายการกีฬาทั้งสิ้น 19 คน

ตัวอยางที่ 1.28 ในการสอบของนักเรียนชั้นหนึ่งพบวามีผู สอบผานวิชาคณิตศาสตร 37 คน วิชา
สังคมศึกษา 48 คน วิชาภาษาไทย 45 คน มีผูที่สอบผานทั้งวิชาคณิตศาสตรและสังคมศึกษา 15 คน ทั้ง
สังคมศึกษาและภาษาไทย 13 คน ทั้งคณิตศาสตรและภาษาไทย 7 คน และมีผูที่สอบผานทั้งสามวิชา
เพียง 5 คน ถามวาที่ กลาวมานี้มีนักเรียนอยูทั้งหมดจำนวนเทาใด
วิธีทำ สมมติวาเซตของคนที่สอบผานคณิตศาสตรเปน M สอบผานสังคมศึกษาเปน S และสอบผาน
ภาษาไทยเปน T

ขอมูลที่โจทยใหมาไดแก n(M) = 37 , n(S) = 48 , n(T ) = 45, n(M ∩ S) = 15 ,
n(S ∩ T ) = 13 , n(M ∩ T ) = 7 และ n(M ∩ S ∩ T ) = 5 ดังนั้น เราหา n(M ∪ S ∪ T ) ได
จาก

n(M ∪ S ∪ T ) = n(M) + n(S) + n(T )− n(M ∩ S)− n(S ∩ T )− n(M ∩ T )

+ n(M ∩ S ∩ T )

= 37 + 48 + 45−15−13−7 + 5

= 100
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ดังนั้น จำนวนนักเรียนทั้งหมดในชั้นเทากับ 100 คน

จากที่กลาวมาทั้งหมดนั้นสิ่งสำคัญคือ เราศึกษากลุมหรือสิ่งที่เราสนใจ โดยพิจารณาวาเมื่อ
นำกลุมหรือเซตที่เราสนใจนั้นมารวมหรือนับสิ่งที่เหมือนกันจะทำไดอยางไร เมื่อเราสรางวิธีการรวม
กันจึงเรียกการดำเนินการเหลานั้นวา ผลผนวก และผลตัดตามลำดับ เปนพื้นฐานการสรางการดำเนิน
การอื่นๆ ที่เราสนใจ นอกจากนี้สิ่งสำคัญอีกอยางหนึ่งของการศึกษาเรื่องเซต คือ จำนวนสมาชิกในเซต
รวมไปถึงคุณสมบัติตางๆที่เกิดขึ้นตามมาจากการศึกษาดังกลาว

เซตเปนพื้นฐานสำคัญในการเรียนคณิตศาสตรขั้นสูง อีกทั้งยังสามารถแกปญหาทางคณิตศาสตร
บางปญหาที่ยุงยากไดอยางงายดาย เปนจุดเริ่มตนในการเรียนรูการดำเนินการที่แตกตางจากสิ่งที่เคย
เรียนผานมาในคณิตศาสตรเบื้องตนที่มีแคการบวกและคูณจำนวนจริง นำไปสูการดำเนินการ ยูเนียน
อินเตอร เซคชัน คอมพลี เมนต ผลตาง เปนตน เราสามารถใชความรู เรื่องเซตเพิ่มความรัดกุมใหกับ
คณิตศาสตรแขนงอื่นๆ โดยเฉพาะเซตอนันต ที่ถูกนำไปเพิ่มความรัดกุมใหกับทฤษฎีทางคณิตศาสตร
อยางมากมาย ดังนั้นการศึกษาเรื่องเซตจึงเปนพื้นฐานของการเรียนคณิตศาสตรนำไปสูการตีกรอบ
ปญหาทางคณิตศาสตรระดับสูงตอไป
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แบบฝกหัดทายบทที่ 1

1. จงเขียนเซตตอไปนี้แบบแจกแจงสมาชิก

1.1 เซตของประเทศที่มีพรมแดนติดกับประเทศไทย

1.2 เซตของจังหวัดในประเทศไทยที่ขึ้นตนดวย ส

1.3 เซตของสระในภาษาอังกฤษ

1.4 เซตของจำนวนเต็มบวกที่มีสองหลัก

1.5 เซตของจำนวนคี่นอยกวา 9

1.6 เซตของพยัญชนะในภาษาไทย

1.7 เซตของจำนวนนับที่สอดคลองกับสมการ x2 − 4x = 0

2. จงเขียนเซตแตละขอตอไปนี้แบบบอกเงื่อนไขของสมาชิกในเซต

2.1 A = {2, 3, 5}

2.2 B = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}

2.3 C = {. . . ,−6,−4,−2}

2.4 D = {1, 4, 9, . . . , 100}

2.5 E = {a, e, i, o, u}

2.6 F = {2, 5}

2.7 G = {}

3. จงบอกจำนวนสมาชิกของเซตในแตละขอตอไปนี้

3.1 A = {1, 234}

3.2 B = {a, b, c, d, efg, hijk, lmnop}

3.3 C = {x | x เปนจำนวนเต็มบวกที่อยูระหวาง 5 และ 25}

3.4 C = {x | xเปนจำนวนเต็มบวกและนอยกวา 25}

4. จงพิจารณาวาเซตในแตละขอที่กำหนดใหตอไปนี้เปนเซตจำกัด หรือ เซตอนันต

4.1 {1, 2, 3}
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4.2 {ก,ข,ค, . . . , อ,ฮ}

4.3 {x | x เปนจำนวนเต็มลบ}

4.4 เซตของวงกลมที่มีจุดศูนยกลางรวมกัน

4.5 เซตของจำนวนนับที่นอยกวา 10

4.6 {x | x ∈ I และ x < 4}

4.7 {x | x ∈ R และ 1 < x < 2}

5. จงพิจารณาวาเซตตอไปนี้เปนเซตวางหรือไม

5.1 {∅}

5.2 {x | x ̸= x}

5.3 {x | x2 = −1}

5.4 {x | x ∈ N และ x+ x = x2}

5.5 เซตของจำนวนนับที่นอยกวา 0

5.6 เซตของจำนวนจริงที่มีคาอยูระหวาง 0 และ 1

5.7 {0}

5.8 เซตของเดือนที่มี 27 วัน

5.9 {x | x ∈ และ x < 1}

6. จงหาสับเซตทั้งหมดของเซตที่กำหนดใหตอไปนี้

6.1 A = {1}

6.2 B = {a, b}

6.3 C = {1, 2, 3}

6.4 D = {∅, {∅}}

6.5 E = {{1, {1}}}

6.6 F = {a, {a, b}}

6.7 H = {{a}, {b}, {a, b}}

6.8 I = {}

7. จงพิจารณาวาขอความที่กำหนดใหตอไปนี้ถูกหรือผิด
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7.1 ถา A เปนสับเซตของ B แลว A เปนสับเซตแทของ B

7.2 ถา A เปนเซตใดๆ แลว A จะมีสับเซตแทเสมอ

7.3 สับเซตของเซตจำกัดเปนเซตจำกัด

7.4 สับเซตของเซตอนันตเปนเซตอนันต

7.5 ถา A เปนอนันตแลว A มีสับเซตแทเสมอ

8. กำหนด A = {a, b} และ B = {a, b, c, d} ถา A ⊂ X ⊂ B จงหาเซต X ที่เปนไปได
ทั้งหมด

9. นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 ของโรงเรียนแหงหนึ่งมี 100 คน เลนฟุตบอล 20 คน เลนวอลเลยบอล
15 คน ในจำนวนนี้เลนทั้งฟุตบอล และวอลเลยบอล 10 คน จงหา

9.1 จำนวนนักเรียนที่เลนกีฬาเพียงอยางเดียว

9.2 จำนวนนักเรียนที่ไมเลนกีฬาทั้งสองอยาง

10. ในโรงเรียนแหงหนึ่งมีนักเรียนชาย 40 คน ปรากฏวา 8 คนไมเลนกีฬาชนิดใดเลย แต 25 คนเลน
ฟุตบอลและ 20 คนเลนวอลเลยบอล จงหาวา มีเด็กที่เลนฟุตบอลอยางเดียวกี่คน

11. จากการสอบถามพอบานพบวา มีผูที่ดื่มชาหรือกาแฟเปนประจำจำนวน 120 คน มีผูที่ชอบดื่ม
ชา 60 คน ชอบดื่มกาแฟ 70 คน จงหา

11.1 จำนวนพอบานที่ชอบดื่มทั้งชาและกาแฟ

11.2 จำนวนพอบานที่ชอบดื่มเพียงอยางเดียว

12. จากการสัมภาษณนักศึกษาที่ชอบฟงเพลง จำนวน 75 คน พบวา ชอบเพลงไทยเดิม 42 คน ชอบ
เพลงลูกทุง 34 คน ชอบเพลงไทยสากล 27 คน ชอบทั้งเพลงไทยเดิมและไทยสากล 12 คน ชอบ
ทั้งเพลงไทยเดิมและเพลงลูกทุง 14 คน ชอบเพลงลูกทุง และเพลงไทยสากล 10 คน ชอบเพลง
ทั้งสามประเภท 7 คน จงหานักศึกษาที่ชอบเพลงประเภทเดียว

13. จากการสำรวจครอบครัวจำนวน 50 ครอบครัวพบวามีครอบครัวที่ประกอบอาชีพคาขาย 2
ครอบครัวนอกนั้นประกอบอาชีพอยางนอยหนึ่งอยางดังนี้ ปลูกเงาะ 30 ครอบครัว ปลูกมังคุด
32 ครอบครัว ปลูกทุเรียน 33 ครอบครัว ปลูกเงาะและปลูกมังคุด 15 ครอบครัว ปลูกมังคุดและ
ทุเรียน 20 ครอบครัว ปลูกเงาะและทุเรียน 17 ครอบครัว มีกี่ครอบครัวที่ปลูกพืชเพียงชนิดเดียว

14. หมูบานแหงหนึ่งมีครอบครัวทั้งหมด 800 ครอบครัว ประกอบอาชีพคาขายอยางเดียว 10 ครอบครัว
นอกนั้นทำสวนเงาะ มังคุด ทุเรียน จากการสำรวจเฉพาะชาวสวนพบวามีครอบครัวที่ปลูกผลไม
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ตั้งแต 2 ชนิดขึ้นไป 110 ครอบครัว ปลูกเงาะและมังคุด 70 ครอบครัว ปลูกเงาะและทุเรียน 60
ครอบครัว ปลูกมังคุดและทุเรียน 50 ครอบครัว ไมปลูกมังคุดเลย 290 ครอบครัว จงหาจำนวน
ครอบครัวที่ปลูกแตมังคุดเพียงอยางเดียวเทานั้น
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แผนบริหารการสอนประจำบทที่ 2
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1. ประพจน
2. ตัวเชื่อมประพจน
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วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม
1. จำแนกไดวาขอความที่กำหนดใหเปนประพจนหรือไมเปนประพจน
2. เปลี่ยนประโยคเปดใหเปนประพจนได
3. เปลี่ยนประโยคทั่วไปใหเปนประโยคตรรกวิทยาได
4. อธิบายความแตกตางระหวางการใหเหตุผลแบบนิรนัยกับการใหเหตุผลแบบอุปนัยได
5. ตรวจสอบความสมเหตุสมผลของการใหเหตุผลโดยใชแผนภาพและตารางได
6. บอกความหมายของการสมมูลของประพจน
7. ตรวจสอบความเปนสัจจนิรันดรได

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจำบท
1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปนี้พรอมทั้งเปดโอกาศใหซักถาม

1.1 ประพจน
1.2 ตัวเชื่อมประพจน
1.3 ตารางคาความจริง
1.4 การสมมูล
1.5 การอางเหตุผล
1.6 ประโยคเปดและตัวบงปริมาณ
1.7 การใหเหตุผลแบบอุปนัยและนิรนัย

2. ใหนักศึกษาทำกิจกรรมตอไปนี้
2.1 ศึกษาขอมูลจากสื่ออิเล็กทรอนิกส เชน อินเทอรเนตเรื่องวิธีการเขียนเซต
2.2 ทำแบบฝกหัดที่กำหนดให
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การวัดผลและการประเมินผล
1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความตั้งใจ การฟง การจดบันทึก การโตตอบและการ

ซักถาม
2. แบบทดสอบ
3. ใบงานที่ใหทำ
4. การมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน



บทที่ 2
ตรรกศาสตร

คำวา ตรรกศาสตร (Logic) ไดมาจากคำศัพทภาษาสันสกฤตสองศัพท คือ ตรรก และศาสตร
คำวาตรรก หมายถึง การตรึกตรอง ความคิด ความนึกคิด และคำวา ศาสตฺร หมายถึง วิชา ตำรา เมื่อ
นำมารวมกันเปน ตรรกศาสตร จึงหมายถึง วิชาวาดวยความนึกคิดอยางเปนระบบ ปราชญทั่วไปจึงมี
ความเห็นรวมกันวา ตรรกศาสตร คือ วิชาวาดวย การใชกฎเกณฑ การใชเหตุผล ซึ่งเปนวิชาพื้นฐาน
ของวิชาทางดานวิทยาศาสตรเพราะตองการความเปนเหตุเปนผลโดยเฉพาะวิชาคณิตศาสตร ซึ่งความ
เขาใจในตรรกศาสตรเบื้องตนจะชวยใหศึกษาวิชาคณิตศาสตรไดอยางมีเหตุผล และเปนพื้นฐานการ
เรียนคณิตศาสตรชั้นสูงตอไป

2.1 ประพจน(Proposition or Statement)

ประพจน คือ ประโยคบอกเลาหรือประโยคปฎิ เสธที่มีคาความจริง เปนจริงหรือเปนเท็จ
อยางใดอยางหนึ่งเทานั้น เชน ขาวเปนอาหารหลักของคนไทย ประเทศไทยอยูในทวีปอเมริกา เปนตน
ขอความที่ไมเปนประพจน คือขอความที่ไมสามารถบอกคาความจริงได เชน ขอความที่อยูในรูป ประโยค
คำถาม ออนวอน ขอรอง คำสั่ง เชน ไดโปรดเถิดที่รัก กรุณาอยาสงเสียงดัง จงนั่งลงเดี๋ยวนี้ เปนตน
นอกจากนี้ประพจนยังสามารถจำแนกออกเปนสองแบบ คือ ประพจนเดี่ยว ซึ่งหมายถึง ประพจนที่
ไมมีตัวเชื่อมทางตรรกศาสตรรวมอยูดวย และ ประพจนผสม ซึ่งหมายถึง ประพจนที่ ไดจากการนำ
ประพจนเดี่ยวตั้งแตสองประพจนขึ้นไป มาเชื่อมกันดวยตัวเชื่อมทางตรรกศาสตร สำหรับบทนี้ผูเขียน
ขอใชสัญลักษณแทนประพจนตางๆ เปนตัวอักษรตัวเล็ก เชน p หรือ q โดยแตละประพจนจะมีคา ความ
จริงที่เปนไปได 2 แบบเทานั้น คือเปน จริง (True: T) หรือเปน เท็จ (False: F) แทนดวยสัญลักษณ
p ≡ T หมายถึง ประพจน p มีคาความจริงเปนจริง นอกจากนี้ตั้งแตนี้เปนตนไปหากพูดถึงประโยค ให
หมายถึงประโยคที่บอกคาความจริงได

2.2 ตัวเชื่อมประพจน

ในชีวิตประจำวันรวมทั้งในวิชาคณิตศาสตร เรามักพบการเชื่อมประโยค ดวย ตัวเชื่อม ไมวา
จะเปน ตัวเชื่อมและ ตัวเชื่อมหรือ ตัวเชื่อมถา-แลว ตัวเชื่อมก็ตอเมื่อ และการเติมคำวา ไม ดานหนา
ประโยค ซึ่งการเชื่อมแตละแบบ สงผลตอคาความจริงของประโยคผสม ซึ่งแบงตัวเชื่อมเปน 4 ตัวเชื่อม
และ 1 ตัวดำเนินการ ดังนี้
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2.2.1 ตัวเชื่อม และ

สำหรับประพจน p และ q ใดๆ สามารถนำมาเขียนเปนประพจนผสมโดยใชตัวเชื่อม และ
แทนดวยสัญลักษณ p∧ q ใหคาความจริงในกรณีตางๆ ดังตาราง โดยจะเห็นวามีเพียงกรณีเดียวเทานั้น
ที่จะทำใหประโยคเปนจริง คือทั้งสองประพจนเดี่ยวตองเปนจริงทั้งคู

p q p ∧ q

T T T

T F F

F T F

F F F

2.2.2 ตัวเชื่อม หรือ

สำหรับประพจน p และ q ใดๆ สามารถนำมาเขียนเปนประพจนผสมโดยใชตัวเชื่อม หรืิอ
แทนดวยสัญลักษณ p∨ q ใหคาความจริงในกรณีตางๆ ดังตาราง โดยจะเห็นวามีเพียงกรณีเดียวเทานั้น
ที่จะทำใหประโยคเปนเท็จ คือทั้งสองประพจนเดี่ยวตองเปนเท็จทั้งคู

p q p ∨ q

T T T

T F T

F T T

F F F

2.2.3 ตัวเชื่อม ถา-แลว

สำหรับประพจน p และ q ใดๆ สามารถนำมาเขียนเปนประพจนผสมโดยใชตัวเชื่อม ถา-
แลว แทนดวยสัญลักษณ p→ q ใหคาความจริงในกรณีตางๆ ดังตาราง โดยจะเห็นวามีเพียงกรณีเดียว
เทานั้นที่จะทำใหประโยคเปนเท็จ คือประพจนหนาตองเปนจริงและประพจนหลังเปนเท็จ
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p q p→ q

T T T

T F F

F T T

F F T

2.2.4 ตัวเชื่อม ก็ตอเมื่อ

สำหรับประพจน p และ q ใดๆ สามารถนำมาเขียนเปนประพจนผสมโดยใชตัวเชื่อม ก็ตอ
เมื่อ แทนดวยสัญลักษณ p ↔ q ใหคาความจริงในกรณีตางๆ ดังตาราง โดยจะเห็นวาหากทั้งสองพจน
มีคาความจริงเหมือนกันจะใหคาความจริงเปนจริง แตถาทั้งสองประพจนมีคาความจริงตางกันจะใหคา
ความจริงเปนเท็จ

p q p↔ q

T T T

T F F

F T F

F F T

2.2.5 นิเสธ

สำหรับประพจน p ใดๆ สามารถนำมาเขียน นิเสธ ไวหนาประพจน แทนดวยสัญลักษณ
∼ p ใหคาความจริงตรงขามกับ p ดังตาราง

p ∼ p

T F

F T

ตัวอยางที่ 2.1 กำหนดให p และ q เปนประพจนที่มีคาความจริงเปนจริง r เปนประพจนที่มีคาความ
จริงเปนเท็จ จงหาคาความจริงของ [(p ∧ r) ∨ q]→ r
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วิธีทำ

[(p ∧ r) ∨ q]→ r ≡ [(T ∧ F ) ∨ T ]→ F

≡ (F ∨ T )→ F

≡ T → F

≡ F

ดังนั้น [(p ∧ r) ∨ q]→ r มีคาความจริงเปนเท็จ

ตัวอยางที่ 2.2 กำหนดให p และ q เปนประพจนที่มีคาความจริงเปนจริง r และ s เปนประพจน
ที่มีคาความจริงเปนเท็จ จงหาคาความจริงของ [(p↔ r) ∨ s]→ [(r ∧ q)→ s]

วิธีทำ

[(p↔ r) ∨ s]→ [(r ∧ q)→ s] ≡ [(T ↔ F ) ∨ F ]→ [(F ∧ T )→ F ]

≡ (F ∨ F )→ (F → F )

≡ F → T

≡ T

ดังนั้น [(p↔ r) ∨ s]→ [(r ∧ q)→ s] มีคาความจริงเปนจริง

ตัวอยางที่ 2.3 กำหนดให p, q และ r เปนประพจน ถาประพจน (p → q) → (p ↔ q) มีคา
ความจริงเปนเท็จแลวจงหาคาความจริงของประพจนในแตละขอตอไปนี้

1. p ∧ ∼ q 2. p ∨ ∼ q 3. (p ∧ q)→ r 4. q → (p ∧ r)

วิธีทำ จากแนวคิด (p→ q)→ (p→ q) มีคาความจริงเปนเท็จ
แสดงวา p→ q มีคาความจริงเปนจริง ......(1)
และ p↔ q มีคาความจริงเปนเท็จ ......(2)
จาก (2) สรุปไดวา p กับ q มีคาความจริงตรงขามกัน
นั่นคือ คาความจริงของ p, q ที่เปนไปไดมีดังนี้
กรณีที่ 1 p ≡ T, q ≡ F

กรณีที่ 2 p ≡ F, q ≡ T

แตคาความจริงของ p, q ในกรณีที่ 1 ขัดแยงกับ (1)
ดังนั้น กรณีที่ 1 จึงใชไมได สรุปคาความจริงของ p, q เปนไปตามกรณีที่ 2 คือ
p ≡ F, q ≡ T พิจารณาแตละขอ ดังนี้
ขอที่ 1 p∧ ∼ q ≡ F∨ ∼ T ≡ F
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ขอที่ 2 p∨ ∼ q ≡ F∨ ∼ T ≡ F ∨ F ≡ F

ขอที่ 3 (p ∧ q)→ r ≡ (F ∧ T )→ r ≡ F → r ≡ T

ขอที่ 4 q → (p ∧ r) ≡ T → (F ∧ r) ≡ T → F ≡ F

ตัวอยางที่ 2.4 ให p, q, r, x และ y เปนประพจน ซึ่ง p → (q ∧ r) มีคาความจริงเปนเท็จ และ
(x ∨ y)↔ (∼ q∨ ∼ r) มีคาความจริงเปนจริง จงหาคาความจริงของประพจนแตละขอตอไปนี้

1. (p ∧ r)↔ (y ∨ q) 2. (x ∧ y)→ (p ∧ q)

3. x↔ (q ∧ r) 4. (q ∨ r)→ ((x ∧ y)→ p)

วิธีทำ จากที่กำหนดให p→ (q ∧ r) มีคาความจริงเปนเท็จ
จะได p มีคาความจริงเปนจริง
และได (q ∧ r) มีคาความจริงเปนเท็จ
ทำให ∼ (q ∧ r) มีคาความจริงเปนจริง
เนื่องจาก ∼ (q ∧ r) สมมูลกับ ∼ q ∨ ∼ r

จึงได ∼ q ∨ ∼ r มีคาความจริงเปนจริง
และจากที่กำหนดให (x ∨ y)↔ (∼ q ∨ ∼ r) มีคาความจริงเปนจริง
ทำใหไดวา x ∨ y มีคาความจริงเปนจริง
สรุปคาความจริงของแตละประพจนที่หาไดดังนี้ p, x ∨ y, q ∧ r มีคาความจริงเปนจริง ,

จริง , เท็จ ตามลำดับ
พิจารณาคาความจริงของประพจนในตัวเลือกแตละขอ ดังนี้
ขอ 1 (p ∧ r)→ (y ∨ q)

T

พบวาไมสามารถสรุปคาความจริงของ(p ∧ r)→ (y ∨ q) ได
ขอ 2 (x ∧ y)→ (p ∧ q)

T

พบวาไมสามารถสรุปคาความจริงของ (x ∧ y)→ (p ∧ q) ได
ขอ 3 x↔ (q ∧ r)

F

พบวาไมสามารถสรุปคาความจริงของ x↔ (q ∧ r) ได
ขอ 4 (q∨r)→ ((x∧y)→ p) พบวา (q∨r)→ ((x∧y)→ p) มีคาความจริงเปนจริง

ตัวอยางที่ 2.5 กำหนดให ประพจน (∼ p ↔∼ r) ∨ (p ↔ q) มีคาความจริงเปนเท็จ จงหาคา
ความจริงในแตละขอตอไปนี้
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1. ∼ p→ (q ∨ r) 2. ∼ p→ (q ∧ r) 3. p ∨ q∨ ∼ r 4. p ∧ q∧ ∼ r

วิธีทำ จาก (∼ p↔∼ r) ∨ (p↔ q) มีคาความจริงเปนเท็จ
แสดงวา ∼ p↔∼ r มีคาความจริงเปนเท็จ ..........(1)
และ p↔ q มีคาความจริงเปนเท็จ ..........(2)
จาก (1) สรุปไดวา ∼ p กับ ∼ r มีคาความจริงตรงขามกัน
นั้นคือ p กับ r มีคาความจริงตรงขามกัน
จาก (2) สรุปไดวา p กับ q มีคาความจริงตรงขามกัน
ดังนั้น คาความจริงของ p, q, r ที่เปนไปไดมีดังนี้
กรณีที่ 1 p ≡ T, q ≡ F, r ≡ F

กรณีที่ 2 p ≡ F, q ≡ T, r ≡ T

พิจารณาตังเลือกแตละขอดังนี้
ขอ 1 แทนคาความจริงในกรณีที่ 1 จะได

∼ p→ (q ∨ r)

ขอ 2 แทนคาความจริงในกรณีที่ 1 จะได
∼ p→ (q ∧ r)

ขอ 3 แทนคาความจริงในกรณีที่ 1 จะได
p ∨ (q∨ ∼ r)

ขอ 4 แทนคาความจริงในกรณีที่ 1 จะได
กรณีที่ 1 กรณีที่ 2
p ∧ (q∧ ∼ r) p ∧ (q∧ ∼ r)

ตัวอยางที่ 2.6 กำหนดให (∼ p→ q)↔ q มีคาความจริงเปนเท็จ พิจารณาขอความตอไปนี้
ก. p∨ ∼ q มีคาความจริงเปนจริง
ข. p→ q มีคาความจริงเปนเท็จ

ขอใดบางกลาวถูกตอง
วิธีทำ จาก (∼ p→ q)↔ q มีคาความจริงเปนเท็จ

แสดงวา ∼ p→ q กับ q มีคาความจริงตรงกันขาม
และจาก ∼ p→ q ≡∼ (∼ p) ∨ q ≡ p ∨ q

นั้นคือ p ∨ q กับ q มีคาความจริงตรงกันขาม ซึ่งแบงเปน 2 กรณี ดังนี้
กรณีที่ 1 p ∨ q มีคาความจริงเปนจริง

q มีคาความจริงเปนเท็จ
ทำให p มีคาความจริงเปนจริง
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กรณีที่ 2 p ∨ q มีคาความจริงเปนเท็จ
q มีคาความจริงเปนจริง
ซึ่งเปนไปไมได เพราะเมื่อ p ∨ q เปนเท็จ
จะทำให p กับ q มีคาความจริงเปนเท็จทั้งคู

พิจารณาขอ ก

p∧ ∼ p ≡ T∧ ∼ F ≡ T ∧ T ≡ T ∴ ก ถูก

พิจารณาขอ ข

p→ q ≡ T → F ≡ F ∴ ข ถูก

2.3 ตารางคาความจริง

ตารางคาความจริงเปนตารางที่แสดงคาความจริงทุกกรณีที่เปนไปไดในการเชื่อมประพจน
จำนวนกรณีที่พิจารณาขึ้นอยูกับจำนวนประพจน ถาประพจนผสมมีประพจนเดี่ยว n ประพจน จำนวน
กรณีที่พิจารณามี 2n กรณี เราสามารถเขียนตารางคาความจริงไดหลากหลายรูปแบบ แตตองมีครบทุก
กรณีไมวาจะเรียงกรณีไหนขึ้นกอนก็ตาม อยางไรก็ตามมีวิธีการเขียนตารางคาความจริงใหครบทุกกรณี
แบบงายๆ เชน ถาประพจนผสมมีประพจนเดี่ยว 2 ประพจนคือ p และ q มีกรณีที่ตองพิจารณาทั้งหมด
22 = 4 กรณี สามารถเขียนกรณีใหครบไดดังนี้

p q

T T

T F

F T

F F

จากตารางจะเห็นวาในคอลัมนแรกของตาราง ครึ่งหนึ่งเราแบงเปนจริงและอีกครึ่งหนึ่งเปน
เท็จ สวนในคอลัมนที่สองเราแบงครึ่งหนึ่งของคอลัมภแรกทำแบบนี้ตอไปเรื่อยๆไมวาจะมีกี่ประพจน
เดี่ยวก็ตาม ซึ่งตารางตอไปจะทำกรณีประพจนผสมที่มีประพจนเดี่ยว 3 ประพจนคือ p q และ r มีกรณี
ที่ตองพิจารณาทั้งหมด 23 = 8 กรณี ดังนี้



40

p q r

T T T

T T F

T F T

T F F

F T T

F T F

F F T

F F F
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ตัวอยางที่ 2.7 จงสรางตารางคาความจริงของ [(p ∧ r) ∨ q]→ r

วิธีทำ

p q r p ∧ r (p ∧ r) ∨ q [(p ∧ r) ∨ q]→ r

T T T T T T

T T F F T F

T F T T T T

T F F F F T

F T T F T T

F T F F T F

F F T F F T

F F F F F T

จากการสรางตารางคาความจริงทำใหเราสังเกตุเห็นวาในบางครั้ง ประพจนสองประพจน
ใดๆใหคาความจริงที่เหมือนกันแบบกรณีตอกรณี เชน ประพจน p → q กับประพจน ∼ p ∨ q ดัง
ตาราง

p q ∼ p ∼ p ∨ q p→ q

T T F T T

T F F F F

F T T T T

F F T T T

จากตาราง จะเห็นวาสองคอลัมภสุดทายใหคาความจริงเหมือนกันแบบกรณีตอกรณี
หากเปนแบบนี้เราจะกลาววาประพจน p → q กับประพจน ∼ p ∨ q สมมูลกันแทนดวยสัญลักษณ
p→ q ≡∼ p ∨ q หากเราสังเกตุตอไปอีก เราจะเห็นวา เนื่องจากประพจนทั้งสองใหคาความจริงเหมืิ
อนกัน แบบกรณีตอกรณี ถานำประพจนทั้งสองมาเชื่อมดวยตัวเชื่อม ก็ตอเมื่อ จะทำใหเปนจริงทุกกรณี
ดังตัวอยางถัดไป



42

ตัวอยางที่ 2.8 จงสรางตารางคาความจริงของ [∼ (p ∧ r) ∨ q]↔ [(p ∧ r)→ q]

วิธีทำ

p q r p ∧ r ∼ (p ∧ r) ∼ (p ∧ r) ∨ q (p ∧ r)→ q (1)↔ (2)

(1) (2)

T T T T F T T T

T T F F T T T T

T F T T F F F T

T F F F T T T T

F T T F T T T T

F T F F T T T T

F F T F T T T T

F F F F T T T T

จากตัวอยางที่ผานมาจะเห็นวาคอลัมนสุดทายของตารางมีคาความจริงเปนจริงทั้งหมด เรา
เรียกประพจนที่ใหคาความจริงเปนจริงทั้งหมดนี้วา สัจจนิรันดร นั่นหมายความวาหากเราตองการแสดง
วาประพจนผสมใดเปนสัจจนิรันดร ก็ตองสรางตารางคาความจริงแลวพิจารณาวาเปนจริงทุกกรณีหรือ
ไม แตความเปนจริงแลว ยังมีวิธีอื่นที่ชวยตรวจสอบการเปนสัจจนิรัดรอีก โดยการสมมติวาประพจนที่
กำหนดใหเปนเท็จแลวหาขอขัดแยง หากขัดแยงจะสรุปไดวา ประพจนผสมนั้นเปนสัจจนิรันดร

ตัวอยางที่ 2.9 จงแสดงวา (p∧ ∼ q)→∼ (p→ q) เปนสัจจนิรันดร
วิธีที่ 1 สมมติวา (p∧ ∼ q) →∼ (p → q) เปนเท็จ เนื่องจากเปนตัวเชื่อม ถา-แลว จึงเปนเท็จได
กรณีเดียวคือ p∧ ∼ q เปนจริง และ ∼ (p→ q) เปนเท็จ

จาก p∧ ∼ q เปนจริง
จะไดวา p เปนจริง (1)

∼ q เปนจริง
นั่นคือ q เปนเท็จ (2)
จาก ∼ (p→ q) เปนเท็จ
จะไดวา p→ q เปนจริง (3)

จะเห็นวา (3) ขัดแยงกับ (1) และ (2) ดังนั้นประพจน (p∧ ∼ q)→∼ (p→ q) เปนสัจ
จนิรันดร

วิธีที่ 2 สรางตารางคาความจริงของประพจน (p∧ ∼ q)→∼ (p→ q) ไดดังนี้



43

p q ∼ q p∧ ∼ q p→ q ∼ (p→ q) (p∧ ∼ q)→∼ (p→ q)

T T F F T F T

T F T T F T T

F T F F T F T

F F T F T F T

ดังนั้นประพจน (p∧ ∼ q)→∼ (p→ q) เปนสัจจนิรันดร

2.4 การสมมูล

จากหัวขอที่ผานมาจะเห็นวามีประพจนบางคู เมื่อนำมาเชื่อมกันดวยตัวเชื่อม ก็ตอเมื่อ
ประพจนผสมที่ไดจะเปนสัจจนิรันดร เรากลาววาทั้งสองประพจนสมมูลกัน

บทนิยาม 2.4.1
ประพจน p และ q จะสมมูลกัน ก็ตอเมื่อ ประพจนทั้งสองมีคาความจริงเหมือนกันทุกกรณี
แบบกรณีตอกรณี เขียนแทนดวยสัญลักษณ p ≡ q

จากตารางคาความจริงเราสามารถพิจารณาการสมมูลไดดังนี้

T ∧ p ≡ p T ∨ p ≡ T T → p ≡ p T ↔ p ≡ p

F ∧ p ≡ F F ∨ p ≡ p F → p ≡ T F ↔ p ≡∼ p

p ∧ p ≡ p p ∨ p ≡ p p→ T ≡ T p↔ p ≡ T

p∧ ∼ p ≡ F p∨ ∼ p ≡ T p→ F ≡∼ p p↔∼ p ≡ F

p→ p ≡ T

p→∼ p ≡∼ p

กฎการสมมูลกันเชิงตรรกศาสตร
กำหนดให p, q และ r เปนประพจนใดๆ
กฎนิเสธซอน (Double negation )

1. ∼∼ p ≡ p

กฎการสลับที่ (Commutative Laws)

1. p ∨ q ≡ q ∨ p
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2. p ∧ q ≡ q ∧ p

3. p↔ q ≡ q ↔ p

กฎการเปลี่ยนกลุม (Associative Laws)

1. (p ∨ q) ∨ r ≡ p ∨ (q ∨ r)

2. (p ∧ q) ∧ r ≡ p ∧ (q ∧ r)

กฎการแจกแจง (Distributive Laws)

1. p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

2. p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

กฎการนิจพล (Idempotent Laws)

1. p ∨ p ≡ p

2. p ∧ p ≡ p

กฎเอกลักษณ (Identity Laws)

1. p ∨ F ≡ p

2. p ∨ T ≡ T

3. p ∧ F ≡ F

4. p ∧ T ≡ p

กฎของเดอรมอรแกน (De Morgan's Laws)

1. ∼ (p ∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q

2. ∼ (p ∧ q) ≡∼ p∨ ∼ q

กฎแยงสลับที่ (Contrapositive)

1. p→ q ≡∼ q →∼ p

กฎนิเสธ (Implication)
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1. p→ q ≡∼ p ∨ q

2. ∼ (p→ q) ≡ p∧ ∼ q

กฎการสมมูล (Equivalence)

1. p↔ q ≡ (p→ q) ∧ (q → p)

ตัวอยางที่ 2.10 ถา p และ q เปนประพจนแลว ประพจน p→∼ (q → p) สมมูลกับประพจนในขอ
ใดตอไปนี้

1. ∼ p ∨ (∼ p ∧ q) 2. ∼ p ∨ (p ∨ q) 3. p→ (∼ p ∨ q) 4. p→∼ (p ∧ q)

วิธีทำ p→∼ (q → p) ≡∼ p∨ ∼ (q → p)

≡∼ p∨ ∼ (∼ q ∨ p)

≡∼ p ∨ [∼ (∼ q)∧ ∼ p]

≡∼ p ∨ (q ∧ ∼ p)

≡∼ p ∨ (∼ p ∧ q)

ตัวอยางที่ 2.11 กำหนดให p, q และ r เปนประพจน แลวประพจน ∼ [(p ∧ q) → (∼ q ∨ r)]

สมมูลกับประพจนในขอใดตอไปนี้
1. p ∧ ∼ (q → r) 2. ∼ q ∨ (∼ p ∧ r)

3. ∼ (p ∧ q) ∧ (q ∧ r) 4. ∼ (p ∧ q)→ (q∧ ∼ r)

วิธีทำ ∼ [(p ∧ q)→ (∼ q ∨ r)] ≡ (p ∧ q)∧ ∼ (∼ q ∨ r)

≡ (p ∧ q) ∧ [∼ (∼ q)∧ ∼ r]

≡ (p ∧ q) ∧ (q∧ ∼ r)

≡ p ∧ (q ∧ q)∧ ∼ r

≡ p ∧ (q∧ ∼ r) (∵ q ∧ q ≡ q)

≡ p∧ ∼ (q → r)

ตัวอยางที่ 2.12 ขอใดไมสมมูลกับประพจน p→ (q ∨ r)

1. (∼ q∧ ∼ r)→∼ p 2. (p∧ ∼ q)→ r

3. (p∧ ∼ r)→ q 4. ∼ p→ (∼ q∧ ∼ r)

วิธีทำ พิจารณาตัวเลือกแตละขอ ดังนี้
ขอ 1 (∼ q ∧ ∼ r)→∼ p ≡ ∼ (q ∨ r)→∼ p

≡ p→ (q ∨ r)

ขอ 2 (p∧ ∼ q) → r ≡∼ (p∧ ∼ q) ∨ r
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≡ [∼ p ∨ ∼ (∼ q)] ∨ r

≡ ∼ p ∨ (q ∨ r)

≡ q → (q ∨ r)

ขอ 3 (p∧ ∼ r)→ q ≡ ∼ (p ∧ ∼ r) ∨ q

≡ [∼ p∨ ∼ (∼ r) ∨ q] ∨ q

≡∼ p ∨ (r ∨ q)

≡ p→ (q ∨ r)

ขอ 4 ∼ p→ (∼ q∧ ∼ r) ≡∼ p→∼ (q ∨ r)

≡ (q ∨ r)→ p

̸≡ p→ (q ∨ r)

ตัวอยางที่ 2.13 จงแสดงวาประพจน ∼ p→ (q → (r ∨ p)) สมมูลกับประพจน p ∨ (∼ q) ∨ r

วิธีทำ ∼ p→ (q → (r ∨ p)) ≡∼ (∼ p) ∨ (q → (r ∨ p))

≡ p ∨ (∼ q ∨ (r ∨ p))

≡ (p ∨ p) ∨ (∼ q ∨ r)

≡ p ∨ (∼ q) ∨ r

ตัวอยางที่ 2.14 จงแสดงวาประพจน (p→ r) ∧ (q → r) สมมูลกับประพจน ∼ (p ∧ q) ∨ r

วิธีทำ (p→ r) ∧ (q → r) ≡ (∼ p→ r) ∧ (∼ q → r)

≡ (∼ p∧ ∼ q) ∨ r

≡∼ (p ∧ q) ∨ r

ตัวอยางที่ 2.15 จงแสดงวานิเสธของประพจน (p→∼ q) ∧ (∼ r → s) คือ
[∼ (p ∧ q)→∼ r] ∧ [∼ (p ∧ q)→∼ s]

วิธีทำ นิเสธของประพจน (p→∼ q) ∧ (∼ r → s) คือ
∼ [(p→∼ q) ∧ (∼ r → s)] ≡∼ (p→∼ q)∨ ∼ (∼ r → s)

≡ [p∧ ∼ (∼ q)] ∨ (∼ r∧ ∼ s)

≡ (p ∧ q) ∨ (∼ r∧ ∼ s)

≡ [(p ∧ q)∨ ∼ r] ∧ [(p ∧ q)∨ ∼ s]

≡ [∼ (p ∧ q)→∼ r] ∧ [∼ (p ∧ q)→∼ s]

ตัวอยางที่ 2.16 ให p, q และ r เปนประพจน
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ก. ถา p มีคาความจริงเปนจริง และ ∼ q → (∼ p ∨ q) เปนสัจนิรันดร แลว จงหาคาความ
จริงของ q

ข. ถา (p→ q)→∼ (r ∨ q) มีคาความจริงเปนจริง แลว จงหาคาความจริงของ q
วิธีทำ ขอ ก. จากที่กำหนดให p มีคาความจริงเปนจริง

และ ∼ p→ (∼ p ∨ q) ≡∼ (∼ q) ∨ (∼ p ∨ q)

≡ q ∨ (∼ p ∨ q)

≡ q∨ ∼ p

≡ q∨ ∼ T

≡ q ∨ F

≡ q

ซึ่ง ∼ p→ (∼ p ∨ q) เปนสัจนิรันดร นั่นคือ q ตองเปนสัจนิรันดรดวย
ดังนั้น q มีคาความจริงเปนจริง

ขอ ข. เพราะวา (p→ q)→∼ (r ∨ q) ≡∼ (p→ q)∨ ∼ (r ∨ q)

≡∼ (∼ p ∨ q) ∨ (∼ r∧ ∼ q)

≡ (∼ (∼ p∧ ∼ q)) ∨ (∼ r∧ ∼ q)

≡ (p∧ ∼ q) ∨ (∼ r∧ ∼ q)

≡ (p∨ ∼ r)∧ ∼ q

จากที่กำหนด (p→ q)→∼ (r ∨ q) มีคาความจริงเปนจริง
นั่นคือ (p∨ ∼ r)∧ ∼ p ตองมีคาความจริงเปนจริงดวย
แสดงวา p∨ ∼ r กับ ∼ q ตองมีคาความจริงเปนจริงทั้งคู
สรุปไดวา q มีคาความจริงเปนเท็จเสมอ

2.5 การอางเหตุผล

การอางเหตุผล คือการกลาวถึงขอความที่มีเหตุเปนขอความ p1, p2, p3, . . . , pn ชุดหนึ่ง
แลว ตองการสรุปผลเปนขอความ q โดยพิจารณาขอความที่กำหนดใหวามีความสมเหตุสมผลหรือไม
การอางเหตุผลมีทั้งแบบที่ สมเหตุสมผล (valid) และ ไมสมเหตุสมผล (invalid) ซึ่งเราสามารถตรวจ
สอบความสมเหตุสมผลได คือ

2.5.1 วิธีตรวจสอบความสมเหตุสมผลโดยใชสัจนิรันดร

การอางเหตุผลจะสมเหตุสมผล ก็ตอเมื่อ ประโยค (p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ . . . ∧ pn) → q

เปนสัจนิรันดร ซึ่งในหัวขอการตรวจสอบสัจนิรันดรที่ผานมา ผูเขียนใชวิธีตรวจสอบ 2 วิธี คือ การสราง
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ตารางคาความจริง และ การแสดงโดยวิธีขัดแยง หากจะใชการสรางตารางคาความจริงตรวจสอบ ก็
สามารถนำ (p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ . . . ∧ pn) → q ไปเขียนตารางคาความจริงไดเลย ถาผลออกมาเปน
สัจนิรันดรก็จะสามารถสรุปไดวาขอความที่กำหนดใหมีความสมเหตุสมผล แตถาคาความจริงที่ปรากฏ
ไมเปนจริงทุกกรณีแสดงวาขอความที่กำหนดใหนั้น ไมสมเหตุสมผล ซึ่งวิธีนี้งายตอการตรวจสอบถา
จำนวนประพจนมีจำนวนไมมาก ในทำนองเดียวกันมีขอเสียที่สำคัญ คือ ตองใชเวลาในการตรวจสอบ
มากเมื่อจำนวนประพจนมาก ยิ่งจำนวนประพจนมากเทาไรจำนวนกรณีก็มากตามไปดวย
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ตัวอยางที่ 2.17 การอางเหตุผลนี้ สมเหตุสมผลหรือไม

เหตุ (1) p→ q

(2) q → s

(3) ∼ s

ผล ∼ p

วิธีทำ จากการอางเหตุผลที่กำหนดให จะตองแสดงวา [(p→ q) ∧ (q → s)∧ ∼ s]→∼ p เปนสัจ
จนิรันดร

p q s ∼ p ∼ s p→ q q → s (1) ∧ (2) ∧ (3) [(1) ∧ (2) ∧ (3)]→∼ p

(1) (2) (3)

T T T F F T T F T

T T F F T T F F T

T F T F F F T F T

T F F F T F T F T

F T T T F T T F T

F T F T T T F F T

F F T T F T T F T

F F F T T T T T T

จากตารางจะเห็นวา [(p → q) ∧ (q → s)∧ ∼ s] →∼ p เปนสัจจนิรันดร นั่นคือ การ
อางเหตุผลนี้สมเหตุสมผล ในทางกลับกันหากมีเพียงกรณีใดกรณีหนึ่งในตารางเปนเท็จ จะสงผลใหการ
อางเหตุผลไมสมเหตุสมผล

จากตัวอยางที่ผานมาทำใหเราทราบวาเราสามารถตรวจสอบความสมเหตุสมผลโดยใชตาราง
คาความจริงได นอกจากนี้เรายังมีอีก 1 วิธีในการตรวจสอบสัจนิรันดร นั่นคือ สมมติวา (p1 ∧ p2 ∧

p3 ∧ · · · ∧ pn) → q เปนเท็จ แลวหาขอขัดแยง จากที่สมมติวาทั้งขอความเปนเท็จเราจะไดวา
p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ · · · ∧ pn เปนจริง และ q เปนเท็จ

ตัวอยางที่ 2.18 การอางเหตุผลนี้ สมเหตุสมผลหรือไม



50

เหตุ (1) p→ q

(2) q → s

(3) ∼ s

ผล ∼ p

วิธีทำ สมมติวา เหตุเปนจริงและผลเปนเท็จ ดังนี้

เหตุ (1) p→ q T

(2) q → s T

(3) ∼ s T

ผล ∼ p F

จากเหตุขอ (3) ∼ s เปนจริง
จะไดวา s เปนเท็จ (∗)

จากเหตุขอ (2) และ (∗) จะไดวา q เปนเท็จ (∗∗)

จากเหตุขอ (1) และ (∗∗) จะไดวา p เปนเท็จ (∗ ∗ ∗)

จากผล ∼ p เปนเท็จ
จะไดวา p เปนจริง (∗ ∗ ∗∗)

จะเห็นวา (∗ ∗ ∗) และ (∗ ∗ ∗∗) ขัดแยงกัน จึงกลาวไดวาประพจนผสมที่พิจารณาเปนสัจนิรันดร นั่น
คือ การอางเหตุผลนี้ สมเหตุสมผล

2.5.2 การพิสูจนความสมเหตุสมผล

จากหัวขอที่ผานมาทำใหเรารูถึงวิธีการตรวจสอบความสมเหตุสมผล นอกจากการตรวจ
สอบแลวเรายังมีวิธีการพิสูจนความสมเหตุสมผลดวย โดยใชการสมมูลและกฎเกณฑตางๆ ดังนี้
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1. กฎ Modus Ponens (MP.)

เหตุ (1) p→ q

(2) p

ผล q

2. กฎ Modus Tollens (MT.)

เหตุ (1) p→ q

(2) ∼ q

ผล ∼ p

3. กฎ Conjunction (Conj.)

เหตุ (1) p

(2) q

ผล p ∧ q

4. กฎ Simplification (sim.)

เหตุ (1) p ∧ q

ผล p

5. กฎ Addition (Add.)

เหตุ (1) p

ผล p ∨ q

6. กฎ Disjunctive Syllogism (DS.)

เหตุ (1) p ∨ q

(2) ∼ p

ผล q



52

ตัวอยางที่ 2.19 จงแสดงวาการอางเหตุผลที่กำหนดให สมเหตุสมผล

เหตุ (1) p→ q

(2) q → s

(3) ∼ s

ผล ∼ p

วิธีทำ เริ่มจากการเขียนเหตุใหครบ แลวใชกฎกับการสมมูลนำไปสูผลใหได

(1) p→ q เหตุ
(2) q → s เหตุ
(3) ∼ s เหตุ
(4) ∼ q ขอ(2) ขอ(3) และกฎ MT.

ผล (5) ∼ p ขอ(1) ขอ(4) และกฎ MT.

ตัวอยางที่ 2.20 จงแสดงวาการอางเหตุผลที่กำหนดให สมเหตุสมผล

เหตุ (1) (∼ p ∨ q)→ r

(2) r → s

(3) ∼ s

ผล p ∨ w

วิธีทำ เริ่มจากการเขียนเหตุใหครบ แลวใชกฎกับการสมมูลนำไปสูผลใหได

(1) (∼ p ∨ q)→ r เหตุ
(2) r → s เหตุ
(3) ∼ s เหตุ
(4) ∼ r ขอ(2) ขอ(3) และกฎ MT.
(5) ∼ (∼ p ∨ q) ขอ(1) ขอ(4) และกฎ MT.
(6) (p∧ ∼ q) ขอ(5) และ การสมมูล
(7) p ขอ(6) และ กฎ Sim.

ผล (8) p ∨ w ขอ(7) และ กฎ Add.

ตัวอยางที่ 2.21 จงแสดงวาการอางเหตุผลที่กำหนดให สมเหตุสมผล
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เหตุ (1) (p ∨ q)→ (r∧ ∼ s)

(2) ∼ r ∨ s

(3) s ∨ q → p

ผล ∼ p

วิธีทำ เริ่มจากการเขียนเหตุใหครบ แลวใชกฎกับการสมมูลนำไปสูผลใหได

(1) (p ∨ q)→ (r∧ ∼ s) เหตุ
(2) ∼ r ∨ s เหตุ
(3) s ∨ q → p เหตุ
(4) ∼ (r∧ ∼ s) ขอ(2) และการสมมูล
(5) ∼ (p ∨ q) ขอ(1) ขอ(4) และกฎ MT.
(6) ∼ p∧ ∼ q ขอ(5) และ การสมมูล

ผล (7) ∼ p ขอ(6) และ กฎ Sim.

ตัวอยางที่ 2.22 จงแสดงวาการอางเหตุผลที่กำหนดให สมเหตุสมผล

เหตุ (1) (p∧ ∼ q)→ r

(2) s→ p

(3) q →∼ u

(4) u ∧ s

ผล r
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วิธีทำ เริ่มจากการเขียนเหตุใหครบ แลวใชกฎกับการสมมูลนำไปสูผลใหได

(1) (p∧ ∼ q)→ r เหตุ
(2) s→ p เหตุ
(3) q →∼ u เหตุ
(4) u ∧ s เหตุ
(5) u ขอ(4) และกฎ Sim.
(6) s ขอ(4) และกฎ Sim.
(7) ∼ q ขอ(3) ขอ(5) และกฎ MT.
(8) p ขอ(2) ขอ(6) และกฎ MP.
(9) p∧ ∼ q ขอ(7) ขอ(8) และการสมมูล

ผล (10) r ขอ(1) ขอ(9) และ กฎ MP.

ตัวอยางที่ 2.23 จงแสดงวาการอางเหตุผลที่กำหนดให สมเหตุสมผล

เหตุ (1) p→ q

(2) r → q

ผล (p ∨ r)→ q

วิธีทำ เริ่มจากการเขียนเหตุใหครบ แลวใชกฎกับการสมมูลนำไปสูผลใหได

(1) p→ q เหตุ
(2) r → q เหตุ
(3) ∼ p ∨ q ขอ(1) และการสมมูล
(4) ∼ r ∨ q ขอ(2) และการสมมูล
(5) (∼ p ∨ q) ∧ (∼ r ∨ q) ขอ(3) ขอ(4) และประโยครวม
(6) (∼ p∧ ∼ r) ∨ q ขอ(5) และการสมมูล
(7) ∼ (p ∨ r) ∨ q ขอ(6) และการสมมูล

ผล (8) (p ∨ r)→ q ขอ(7) และการสมมูล
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ตัวอยางที่ 2.24 จงแสดงวาการอางเหตุผลที่กำหนดให สมเหตุสมผล

เหตุ (1) (p ∨ r)→ q

(2) s→ p

(3) s ∧ w

ผล q

วิธีทำ เริ่มจากการเขียนเหตุใหครบ แลวใชกฎกับการสมมูลนำไปสูผลใหได

(1) (p ∨ r)→ q เหตุ
(2) s→ p เหตุ
(3) s ∧ w เหตุ
(4) s ขอ(3) และกฎ Sim.
(5) p ขอ(2) ขอ(4) และกฎ MP.
(6) p ∨ r ขอ(5) และกฎ Add.

ผล (7) q ขอ(1) ขอ(6) และกฎ MP.

ตัวอยางที่ 2.25 จงแสดงวาการอางเหตุผลที่กำหนดให สมเหตุสมผล

เหตุ (1) ∼ p→ (q ∧ r)

(2) ∼ p ∧ s

ผล r ∨ w

วิธีทำ เริ่มจากการเขียนเหตุใหครบ แลวใชกฎกับการสมมูลนำไปสูผลใหได

(1) ∼ p→ (q ∧ r) เหตุ
(2) ∼ p ∧ s เหตุ
(3) ∼ p ขอ(2) และกฎ Sim.
(4) q ∧ r ขอ(1) ขอ(3) และกฎ MP.
(5) r ขอ(4) และกฎ Sim.

ผล (6) r ∨ w ขอ(5) และกฎ Add.

2.6 ประโยคเปดและตัวบงปริมาณ

ประโยค x+2 = 5 ไมใชประพจน เนื่องจากยังไมทราบแนชัดวามีคาความจริงเปนจริงหรือ
เปนเท็จ คาความจริงจะขึ้นอยูกับคาของ x วาเปนจำนวนใด เชน ถา x เปน 3 ประโยคนี้จะเปนจริง แต
ถา x เปน 2 ประโยคนี้จะเปนเท็จ เราเรียก ประโยคแบบนี้วา ประโยคเปด (Open Sentence) ผูเขียน



56

จะใชสัญลักษณ P (x), Q(x), R(x) แทนประโยคเปดใดๆ ที่ติดคาตัวแปร x ซึ่งประโยคเปดเหลานี้
สามารถใชตัวเชื่อมไดเชนเดียวกับประพจน p, q, r ทั่วๆ ไป

ตัวบงปริมาณ (Quantifier) คือขอความที่ใชบงบอกความมากนอยของคาตัวแปร x มี 2 แบบ
ไดแก สำหรับ x ทุกตัว (For All x; ∀x) และ สำหรับ x บางตัว (For Some x; ∃x) ซึ่งตัวบงปริมาณทั้ง
สองนี้เมื่อใชรวมกับเอกภพสัมพัทธแลว จะทำใหประโยคเปดกลายเปนประพจน (คือมีคาเปนจริงหรือ
เปนเท็จ) ได เชน ให P (x) แทนประโยคเปด x มากกวา 2 จะไดวา ∀x[P (x)] แทนประโยค สำหรับ
x ทุกตัว x มากกวา 2 ถา U = {3, 4} จะไดวา ∀x[P (x)] เปนจริง แตถา U = {1, 2} จะไดวา
∀x[P (x)] เปนเท็จ

ขอสังเกต

1. หากไมมีการระบุเอกภพสัมพัทธ ใหถือวาเอกภพสัมพัทธคือเซตจำนวนจริง R

2. สามารถแจกแจงตัวบงปริมาณไดเพียงสองรูปแบบนี้เทานั้น คือ

∀x[P (x) ∧Q(x)] ≡ ∀x[P (x)] ∧ ∀x[Q(x)]

∃x[P (x) ∨Q(x)] ≡ ∃x[P (x)] ∨ ∃x[Q(x)]

ประโยคเปดที่มีสองตัวแปร เมื่อใชตัวบงปริมาณก็จะมีสองตัวเชนกัน และการอานตองคำนึง
ถึงลำดับกอนหลัง เชน ใหQ(x, y) แทนประโยคเปด x+y เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา ∀x∃y[Q(x, y)]

แทนประโยค สำหรับ x ทุกตัว จะมี y บางตัวที่ทำให x+ y เปนจำนวนเฉพาะ สวน ∃x∀y[Q(x, y)]

แทนประโยค มี x บางตัว ที่ทำให x + y เปนจำนวนเฉพาะ สำหรับ y ใดๆ ซึ่งสองประโยคนี้คนละ
ความหมายกัน ไมสามารถใชแทนกันได
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การหานิเสธของประโยคเปดที่มีตัวบงปริมาณ นอกจากจะใสนิเสธที่ประโยคเปดแลว ยังตอง
เปลี่ยนตัวบงปริมาณจาก ∀ เปน ∃ และจาก ∃ เปน ∀ เชน
นิเสธของ ∀x∃y[P (x)→ Q(x)] คือ ∃x∀y[P (x)∧ ∼ Q(x)]

ตัวอยางที่ 2.26 กำหนดให P (x) และ Q(x) เปนประโยคเปด โดยที่ ∀x[P (x)] → ∃x[∼ Q(x)]

มีคาความจริงเปนเท็จ เมื่อเอกภพสัมพัทธ คือ เซตของจำนวนจริง จงหาคาความจริงในแตละขอตอไป
นี้
1. ∃x[P (x) ∧ ∼ Q(x)] 2. ∃x[∼ P (x) ∨ ∼ Q(x)]

3. ∀x[P (x)→∼ Q(x)] 4. ∀x[P (x)→ Q(x)]

วิธีทำ จาก ∀x[P (x)]→ ∃x[∼ Q(x)] มีคาจริงเปนเท็จ จะได
∀x[P (x)] มีคาความจริงเปนจริง ...........(1)
∃x[∼ Q(x)] มีคาความจริงเปนเท็จ
และ ∃x[∼ Q(x)] สมมูลกับ ∼ ∀x[Q(x)]

แสดงวา ∼ ∀x[Q(x)] มีคาความจริงเปนเท็จ
นั่นคือ ∀x[Q(x)] มีคาความจริงเปนจริง ...........(2)
จาก (1) และ (2) พบวา สำหรับทุกๆคา ของ x ใดๆ ใน R ตางก็ทำให P (x) และ Q(x)

เปนจริง
นั่นคือ สำหรับคาทุกๆ คา x ใดๆ ใน R ทำให P (x)→ Q(x) เปนจริง
ดังนั้น ∀x[P (x)→ Q(x)] มีคาความจริงเปนจริง

ตัวอยางที่ 2.27 กำหนดให x ∈ {−2,−1, 1, 2} และ y ∈ {−1, 0, 1} จงหาคาความจริงใน
แตละขอตอไปนี้

1. ∀x∀y[x2 + y2 > 1] 2. ∃x∀y[x− 2y > 0]

3. ∀x∃y[x− 2y < 0] 4. ∃x∃y[2x− 3y + 8 < 0]

วิธีทำ จาก x ∈ {−2,−1, 1, 2} และ y ∈ {−1, 0, 1}

พิจารณาตัวเลือกแตละขอ ดังนี้
ขอ 1 เท็จ ลองแทนคา x = 1, y = 0 ใน x2 + y2 > 1

จะได 12 + 02 > 1 มีคาความจริงเปนเท็จ
ดังนั้น ∀x∀y[x2 + y2 > 1] มีคาความจริงเปนเท็จ

ขอ 2 จริง ลองแทนคา x = 2 ใน x− 2y > 0

จะได 2− 2y > 0

2 > 2y
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y 0 1

นั่นคือ เมื่อ x = 2 ใน ∀y[y 6 1] มีคาความจริงเปนจริง
ดังนั้น ∃x∀y[x− 2y < 0] มีคาความจริงเปนจริง

ขอ 3 เท็จ ลองแทนคา x = 2 ใน x− 2y < 0

จะได (2)− 2y < 0

2 < 2y

y > 1

ซึ่งพบวาคา y ดังกลาวไมอยูใน {−1, 0, 1}
ดังนั้น ∀x∃y[x− 2y < 0] มีคาความจริงเปนเท็จ

ขอ 4 เท็จ พิจารณาประโยคเปด 2x− 3y + 8 < 0

ลองแทนคา y = −1 จะได 2x− 3(−1) + 8 < 0 ทำให x < −11

2
ซึ่งคา x ดังกลาวไมใชสมาชิกใน {−2,−1, 1, 2}
ลองแทนคา y = 0 จะได 2x− 3(0) + 8 < 0 ทำให x < −4

ซึ่งคา x ดังกลาวไมใชสมาชิกใน {−2,−1, 1, 2}
ลองแทนคา y = 1 จะได 2x− 3(1) + 8 < 0 ทำให x < −5

2

ซึ่งคา x ดังกลาวไมใชสมาชิกใน {−2,−1, 1, 2}
จึงสรุปวาไมมีคา x, y ใดๆในขอบเขตที่กำหนดใหมาแทนคาใน 2x−3y+

8 < 0 แลว ทำใหอสมการดังกลาวเปนจริง
ดังนั้น ∃x∃y[2x− 3y + 8 < 0] มีคาความจริงเปนเท็จ

ตัวอยางที่ 2.28 จงหานิเสธของ
∀x∃y∃z

[
ถา x+ y > z แลว

(
x+ y >

1

z
หรือ x2 + y2 >

1

z

)]
วิธีทำ ให A แทน x+ y > z

B แทน x+ y >
1

z

C แทน x2 + y2 >
1

z

นิเสธของ “ถา x+ y > z แลว
(
x+ y >

1

z
หรือ x2 + y2 >

1

z

)
”คือ

∼ [ A→ ( B ∨ C )] ≡ A ∧ ∼ ( B ∨ C )

≡ A ∧ ∼ B ∧ ∼ C
ถอดกลับเปนขอความวา “x+ y > z และ x+ y 6 1

z
และ x2 + y2 6 1

z
”

ดังนั้น นิเสธของ ∀x∃y∃z
[
ถา x+ y > z แลว

(
x+ y >

1

z
หรือ x2 + y2 >

1

z

)]
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คือ ∼ ∀x∃y∃z
[
ถา x+ y > z แลว

(
x+ y

1

z
หรือ x2+ y2 >

1

z

)]
≡ ∃x∀y∀z [x+ y > z

และ x+ y 6 1

z
และ x2 + y2 6 1

z
]

2.7 การใหเหตุผลแบบอุปนัยและนิรนัย

การใหเหตุผล (Reasoning) เปนการกระทำเพื่อหาขอสรุปหรือขอสนับสนุนความเชื่อซึ่งถือ
เปนอีกกระบวนการที่สำคัญในทางตรรกศาสตร การใหเหตุผลมีอยู 2 ลักษณะ ไดแก การใหเหตุผล
แบบอุปนัย และแบบนิรนัย

2.7.1 การใหเหตุผลแบบอุปนัย

การใหเหตุผลแบบอุปนัย (Inductive Reasoning) เปนการใชความจริงจากสวนยอยนำ
ไปสรุปความจริงของสวนรวม หรือกลาววาเปนการสรุปผลทั่วไปซึ่งมาจากการสังเกตหรือการทดลอง
ในกรณียอยๆ หลายครั้ง เชน เราสังเกตเห็นวาในทุกเชาพระอาทิตยขึ้นทางทิศตะวันออก ดังนั้นเราจึง
สรุปแบบขยายผลวาพระอาทิตยจะขึ้นทางทิศตะวันออกเสมอ ขอควรระวังในการใหเหตุผลแบบอุปนัย
คือ ขอสรุปที่ไดไมจำเปนตองถูกตองทุกครั้ง เนื่องจากเปนการสรุปผลเกินขอบเขตที่เราพิจารณาออกไป
สิ่งที่มีผลตอความนาเชื่อถือ ไดแก

1. จำนวนขอมูลที่มีเพียงพอหรือไม เชน สุมหยิบลูกบอลไดสีแดงติดกัน 4 ครั้ง จึงสรุปเอาวาบอล
ทุกลูกมีสีแดง ซึ่งอาจผิดก็ได

2. ขอมูลที่ใชนั้นเปนตัวแทนที่ดีแลวหรือไม เชน สุมถามคน 100 คนในบริเวณสยามสแควร พบ
วาอายุไมเกิน 22 ปถึง 70 คน จึงสรุปเอาวาในกรุงเทพฯ มีประชากรวัยรุนจำนวนมากกวาวัย
ทำงานอยูเทาตัว ซึ่งอาจเปนขอสรุปที่ผิด

3. ขอสรุปที่ตองการมีความซับซอนเกินไปหรือไม เชน ความเชื่อ ความพึงพอใจ ซึ่งมักจะขึ้นกับ
เหตุผลตางๆ กัน

2.7.2 การใหเหตุผลแบบนิรนัย

การใหเหตุผลแบบนิรนัย (Deductive Reasoning) เปนการใชความจริงที่เปนที่ยอมรับ
โดยทั่วไป เพื่อนำไปสูขอสรุปยอยใดๆ เชน เปนความจริงที่วาจำนวนที่หารดวย 2 ลงตัวเปน จำนวนคู
และ 10 หารดวย 2 ลงตัว เราจึงสรุปวา 10 เปนจำนวนคู



60

ตัวอยางที่ 2.29 พิจารณาการอางเหตุผล

เหตุ (1) สัตวปกทุกตัวบินได
(2) แมวบางตัวเปนสัตวปก

ผล แมวบางตัวบินได

ขอสรุปนี้เปนขอสรุปที่สมเหตุสมผล (valid) แมวาผลจะขัดแยงกับความจริงในโลกก็ตาม ขอ
ควรระวังในการใหเหตุผลแบบนิรนัยคือ ในบางครั้งเมื่อเราใชความรูสึกเพียงผิวเผินตัดสิน อาจจะคิด
วาการ อางเหตุผลนั้นสมเหตุสมผล ทั้งที่จริงๆ แลวไมใช เชน

เหตุ (1) นกทุกตัวบินได
(2) ยุงบินได

ผล ยุงเปนนก

การตรวจสอบความสมเหตุสมผลของการใหเหตุผลแบบนิรนัย สามารถทำไดอยางรอบคอบ
โดยใชแผนภาพของเซต (แผนภาพเวนน-ออยเลอร) ชวยในการคิด

รูปที่ 2.1 แสดงการเขียนใหเหตผลแบบนิรนัยดวยแผนภาพเวนน – ออยเลอร

จากรูปภาพจะเห็นวาไมสมเหตุสมผล เพราะอาจจะมีสิ่งอื่นที่ไมใชนก แตบินได

เนื้อหาตรรกศาสตรที่กลาวมาขางตนลวนแลวมีความสำคัญและเกี่ยวโยงกัน ตั้งแตตองแยกให
ออกวาประโยคใดเปนประพจนบาง เนื่องจากเนื้อหาตรรกศาสตรใหความสนใจเฉพาะประโยคที่ เปน
ประพจนเทานั้น ตัวเชื่อมประพจนพื้นฐานเพื่อนำไปสูการหาคาความจริงของประพจนเชิงประกอบ
ที่ซับซอน การสรางตารางคาความจริงเพื่อหาคาความจริงที่มีโอกาสเปนไปไดทั้งหมด การหาความ
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สมมูลของประพจนเพื่อการมองประพจนที่งายตอการทำความเขาใจมากกวา ตลอดจนการอางเหตุผล
ประโยคเปด ตัวบงปริมาณ รวมถึงการใหเหตุผลแบบอุปนัยและนิรนัย

จากเนื้อหาทางตรรกศาสตรทั้งหมดจะเห็นวาเปนพื้นฐานความรูที่มีความสำคัญมาก ไมใชเพียงผู
เรียนในสาขาวิชาคณิตศาสตรเทานั้น แตมีประโยชนสำหรับผูเรียนทุกสาขาวิชา เนื่องจากจำเปนตองใช
ตรรกะเบื้องตนทั้งในกระบวนการคิดกระบวนการตัดสินใจ การวิเคราะหขอความที่ใชในชีวิตประจำวัน
รวมจนถึงการวิเคราะหเนื้อหาขั้นสูงในแตละสาขาวิชาอีกดวย
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แบบฝกหัดทายบท

1. กำหนดให p, r เปนจริง และ q, s เปนเท็จ จงหาคาความจริงของประพจนตอไปนี้

1.1 [(p ∧ s) ∨ (p ∧ r)]→ (p ∨ s)

1.2 [(q → s) ∨ r] ∨ [(q ↔ s) ∧ r]

1.3 [(r ↔ q) ∨ (p→ q)]→ (p∧ ∼ q)

1.4 [(p↔ q) ∨ (q → r)]∨ ∼ s

1.5 [(q → p) ∧ r]↔∼ (∼ r)

1.6 [(p ∧ q)→∼ r]→ [(∼ p ∨ q)↔ r]

1.7 [(p∧ ∼ q)∨ ∼ r]↔ [(p→ q) ∧ (∼ q → r)]

2. จงสรางตารางคาความจริงของประพจนตอไปนี้

2.1 [(p ∧ s) ∨ (p ∧ r)]→ (p ∨ s)

2.2 [(q → s) ∨ r] ∨ [(q ↔ s) ∧ r]

2.3 [(r ↔ q) ∨ (p→ q)]→ (p∧ ∼ q)

2.4 [(p↔ q) ∨ (q → r)]∨ ∼ s

2.5 [(q → p) ∧ r]↔∼ (∼ r)

2.6 [(p ∧ q)→∼ r]→ [(∼ p ∨ q)↔ r]

2.7 [(p∧ ∼ q)∨ ∼ r]↔ [(p→ q) ∧ (∼ q → r)]

3. ขอความในขอใดสมมูลกันบาง

3.1 ถา a เปนจำนวนเต็ม แลว a เปนจำนวนคู หรือ a เปนจำนวนคี่

3.2 ถา a ไมเปนจำนวนคู และ a ไมเปนจำนวนคี่ แลว a ไมเปนจำนวนเต็ม

3.3 a ไมเปนจำนวนเต็ม หรือ a เปนจำนวนคู หรือ a เปนจำนวนคี่

4. ประพจนตอไปนี้เปนสัจนิรันดรหรือไม

4.1 [(p→ r) ∧ (q → s) ∧ (p ∧ q)]→ (r ∨ s)
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4.2 ∼ (p→∼ q)↔ (p ∧ q)

4.3 [p→ (q → r)]↔ [(p→ q)→ r]

5. จงแสดงวาประพจนในแตละขอตอไปนี้ สมมูลกัน โดยใชกฎการสมมูลตางๆ

5.1 [(p→ r) ∧ (q → r) ≡∼ (p ∨ q)] ∨ r

5.2 ∼ (p→∼ q) ≡ (p ∧ q)

5.3 [p→ (q → r)] ≡ [(p→ q)→ r]

6. จงตรวจสอบการองเหตุผลในเเตละขอตอไปนี้ ถาสมเหตุสมผล จงพิสูจน

6.1

เหตุ (1) (p→ q) ∧ (p ∧ w)

(2) ∼ r →∼ w

ผล q ∧ w

6.2

เหตุ (1) ∼ s→∼ r

(2) ∼ s

(3) t→ w

(4) r ∨ s

ผล w

6.3

เหตุ (1) (h→ i) ∧ (j → k)

(2) (i ∨ k)→ l

(3) ∼ l

ผล ∼ (h ∨ j)
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แผนบริหารการสอนประจำบทที่ 3

เนื้อหาประจำบท
1. ผลคูณคารทีเชียน (Cartesian Product)
2. โดเมนและเรนจของความสัมพันธ (Domain and Range of Relation)
3. ตัวผกผันของความสัมพันธ (Inverse of Relation)
4. ฟงกชันชนิดตางๆ
5. ลักษณะของฟงกชัน
6. ฟงกชันเพิ่มและฟงกชันลด
7. การดำเนินการของฟงกชัน (Opertion of functions)
8. ฟงกชันประกอบ (Composite functions)
9. ฟงกชันอินเวอรส (Inverse functions)

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม
1. มีความคิดรวบยอดเกี่ยวกับความสัมพันธและฟงกชัน เขียนความสัมพันธและฟงกชันในรูปตาง

ๆ เชน ตาราง สมการ และกราฟได
2. เขียนกราฟของความสัมพันธและฟงกชันที่กำหนดใหได
3. สรางความสัมพันธหรือฟงกชันจากสถานการณหรือปญหาที่กำหนดให และนำไปใชในการแก

ปญหาได
4. บอกความหมายของผลคูณคารทีเซียน และนำไปใชได

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจำบท
1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปนี้พรอมทั้งเปดโอกาสใหซักถาม

1.1 ผลคูณคารทีเชียน (Cartesian Product)
1.2 โดเมนและเรนจของความสัมพันธ (Domain and Range of Relation)
1.3 ตัวผกผันของความสัมพันธ (Inverse of Relation)
1.4 ฟงกชันชนิดตางๆ
1.5 ลักษณะของฟงกชัน
1.6 ฟงกชันเพิ่มและฟงกชันลด
1.7 การดำเนินการของฟงกชัน (Opertion of functions)
1.8 ฟงกชันประกอบ (Composite functions )
1.9 ฟงกชันอินเวอรส (Inverse functions)

2. ใหนักศึกษาทำกิจกรรมตอไปนี้



66

2.1 ศึกษาขอมูลจากสื่ออิเล็กทรอนิกส
2.2 ทำแบบฝกหัดที่กำหนดให

สื่อการเรียนการสอน
1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตางๆ 2. Slide Presentation

การวัดผลและการประเมินผล
1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความตั้งใจ การฟง การจดบันทึกและการซักถาม
2. แบบทดสอบ
3. ใบงานที่ใหทำ
4. การมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน



บทที่ 3
ความสัมพันธและฟงกชัน

ความสัมพันธและฟงกชันเปนเรื่องพื้นฐานในการเรียนวิชาคณิตศาสตร โดยใชพื้นฐานจาก
การเรียนเรื่อง เซต สมการ อสมการ และความสัมพันธตางๆ มีการนำความรู ไปใชอยางกวางขวาง
ประยุกตใชในการทำงานหลากหลายสาขาวิชา ทั้งทางดานพาณิชยศาสตร ดานวิศวกรรม ดานคอมพิวเตอร
ฯลฯ นอกจากนี้ยังเปนพื้นฐานการเรียนคณิตศาสตรขั้นสูงในเรื่องอื่นๆ เชน ฟงกชันตรีโกณมิติ ฟงกชัน
เอ็กซโปแนนเชียล ฟงกชันลอกาลิทึม แคลคูลัส เปนตน สิ่งหนึ่งที่เปนพื้นฐานสำคัญในเรื่องของความ
สัมพันธ คือ คูอันดับ การเปนคูอันดับคือตองเปนคูและมีอันดับ จะเขียนแทนคูอันดับในรูป (a, b)

โดยที่ a เปนสมาชิกตัวหนาและ b เปนสมาชิกตัวหลัง สิ่งสำคัญมากคือทั้ง a และ b จะวางสลับที่ไมได
นอกจาก a = b เทานั้น กลาวอีกนัยหนึ่ง คือ (a, b) = (c, d) ก็ตอเมื่อ a = c และ b = d

3.1 ความสัมพันธ (Relation)
บทนิยาม 3.1.1
ผลคูณคารทีเชียนของเซต A และเซต B คือเซตของคูอันดับ (a, b) ทั้งหมด โดยที่ a เปน สมาชิก
ของเซต A และ b เปนสมาชิกของเซต B เขียนเซตในรูปแบบบอกเงื่อนไขไดดังนี้
A×B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}

ตัวอยางที่ 3.1 กำหนดให A = {a, b, c} และ B = {1, 2} จงหา A×B และ B × A

วิธีทำ เราสามารถหาคูอันดับทั้งหมดจากการจับคูสมาชิกของเซตตัวหนา 1 ตัว จับกับสมาชิกทุกตัวของ
เซตตัวหลัง เมื่อทำครบทุกตัวของสมาชิกตัวหนาเราจะไดคูอันดับทั้งหมด ดังนั้น

A×B = {(a, 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2), (c, 1), (c, 2)}

B × A = {(1, a), (1, b), (1, c), (2, a), (2, b), (2, c)}

จากตัวอยาง จะเห็นชัดเจนวา A× B ̸= B × A หรือกลาวอีกนัยหนึ่งวาการคูณคารทีเชีย
นไมมีสมบัติการสลับที่

บทนิยาม 3.1.2
เราจะกลาววา r เปนความสัมพันธจาก A ไป B ก็ตอเมื่อ r เปนสับเซตของ A× B โดยมีเงื่อนไข
วา ถา r ⊆ A× B เรียก r วาความสัมพันธจาก A ไป B และ ถา r ⊆ A× A เรียก r วาความ
สัมพันธในเซต A
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ตัวอยางที่ 3.2 กำหนดให A = {1, 2, 3} และ B = {4, 6, 9} จงเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชิก
ของ r1 และ r2 ถา r1 คือความสัมพันธสองเทาจาก A ไป B และ ถา r2 คือความสัมพันธกำลังสอง
จาก A ไป B

วิธีทำ กอนอื่นตองเริ่มจากการหา A×B นั่นคือ

A×B = {(1, 4), (1, 6), (1, 9), (2, 4), (2, 6), (2, 9), (3, 4), (3, 6), (3, 9)}

พิจารณาความสัมพันธ r1 และ r2 คือ

r1 = {(2, 4), (3, 6)}

r2 = {(2, 4), (3, 9)}

จากตัวอยางที่ผานมา จะเห็นวาสมาชิกของ r1 และ r2 ถูกเลือกมาจาก A × B ดังนั้น ไม
วาจะสรางความสัมพันธแบบใดจาก A ไป B ก็จะเปนสับเซตของ A×B เสมอ

หมายเหตุ ในกรณี A และ B เปนเซตของจำนวนจริง เราอาจเขียน x ∈ R และ y ∈ R ไวใน
ฐานที่เขาใจวา r เปนความสัมพันธในเซตของจำนวนจริง ไดดังนี้ ถา

r = {(x, y)|x ∈ R, y ∈ R, x2 + y2 = 1}

เขียนแทนดวย r = {(x, y)|x2 + y2 = 1} หรือเขียนเฉพาะกฎเกณฑของความสัมพันธซึ่งบรรยาย
ลักษณะของความสัมพันธคือ x2 + y2 = 1

ตัวอยางที่ 3.3 ถา A = {1, 2, 3, 4} และ r = {(x, y) ∈ A× A | x 6 y} แลวจำนวนสมาชิก
ในความสัมพันธ r เทากับขอใดตอไปนี้
วิธีทำ จาก r = {(x, y) ∈ A× A | x 6 y} คือ เซตของคูอันดับที่มาจาก A × A แลวสมาชิกตัว
หนานอยกวาหรือเทากับตัวหลัง

ถา x = 1 แลวจะได 1 6 y นั่นคือ y = 1, 2, 3 หรือ 4

จะไดคูอันดับ (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4)

ถา x = 2 แลวจะได 2 6 y นั่นคือ y = 2, 3 หรือ 4 จะไดคูอันดับ (2, 2), (2, 3), (2, 4)

ถา x = 3 แลวจะได 3 6 y นั่นคือ y = 3 หรือ 4 จะไดคูอันดับ (3, 3), (3, 4)

ถา x = 4 แลวจะได 4 6 y นั่นคือ y = 4 จะไดคูอันดับ (4, 4)

∴ r = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 4)}

ดังนั้น จำนวนสมาชิกในความสำพันธ r เทา 10
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บทนิยาม 3.1.3
กำหนดใหความสัมพันธ r เปนความสัมพันธจาก A ไป B โดเมนของ r คือเซตของสมาชิกตัวหนา
ของคูอันดับใน r เขียนแทนดวย Dr และเรนจของ r คือเซตของสมาชิกตัวหลังของคูอันดับใน r

เขียนแทนดวย Rr

ตัวอยางที่ 3.4 จงหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธของแตละขอตอไปนี้

1. r1 = {(−3, 9), (−2, 4), (−1, 1), (1, 1), (2, 4), (3, 9)}

2. r2 = {(x, y) ∈ N× N|y = x+ 1}

วิธีทำ จากนิยามการหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธ ซึ่งสามารถพิจารณาเปนสองสวน คือ ใน
กรณีที่เปนเซตแบบแจกแจงสมาชิกจะสมารถทำตามนิยามไดโดยงาย สวนอีกกรณีที่เปนเซตแบบแสดง
เงื่อนไขจำเปนตองพิจารณาอยางละเอียด พิจารณาขอ 1. จากนิยามเห็นไดชัดวา

Dr1 = {−3,−2,−1, 1, 2, 3}

Rr1 = {9, 4, 1, 4, 9}

สวนขอ 2. เห็นไดชัดวา Dr2 , Rr2 ⊂ N พิจารณาแลวพบวาสามารถแทนจำนวนนับทุกตัวลงบน x ใน
สมาการ y = x+ 1 ดังนั้น Dr2 = N แต Rr2 = {2, 3, 4, . . .}

ตัวอยางที่ 3.5 กำหนดให A = {1, 2, 3} และ B = {a, b} ถา S = {r|r ⊂ A×B} และ
F =

{
r ∈ S|rเปนฟงชันซึ่งมีจำนวนสมาชิกในโดเมนเทากับ 2

}
แลว n(F ) เทากับเทาใด

วิธีทำ จาก A = {1, 2, 3} และ B = {a, b}

จะได A × B = {(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)} ถา S = {r|r ⊂ A×B} และ
F =

{
r ∈ S|r เปนฟงชันซึ่งมีจำนวนสมาชิกในโดเมนเทากับ 2

}
=

{
r ⊂ A×B|r เปนฟงกชัน} และ n(Dr) = 2

พิจารณาความสัมพันธ r ในเซต F เปน 3 กรณีดังนี้
กรณีที่ 1 r = {(1, x), (2, y)}

กรณีที่ 2 r = {(1, x), (3, y)}

กรณีที่ 3 r = {(2, x), (3, y)}

ในแตกรณีสามารถหาคา x และ y เพื่อจับคูกับ 1 และ 2 ตามลำดับไดทั้งหมด 2× 2 = 4 วิธี
ดังนั้น จำนวนความสัมพันธในเซต F มีทั้งหมด 3× 4 = 12 ความสัมพันธ นั่นคือ n(F ) = 12

ตัวอยางที่ 3.6 กำหนดให S =
{
x | xเปนจำนวนเต็ม และ | x |≤ 5

} และ f(x) = x3 − x2 − 4x+ a2

x4 + bx+ 4
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โดยที่ a ∈ S, b ∈ S จำนวนคูลำดับ (a, b) ∈ S × S ทั้งหมดที่ทำให f(1) = 0 เทากับเทาไร
วิธีทำ จาก S =

{
x | xเปนจำนวนเต็ม และ | x |≤ 5

} จะได
S = {−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}

และจาก f(x) =
x3 − x2 − 4(1) + a2

x4 + bx+ 4
โดยที่ a ∈ S, b ∈ S

พิจารณา f(1) = (1)3 − (1)2 − 4(1) + a2

(1)4 + b(1) + 4
=

a2 − 4

b+ 5
= 0

นั่นคือ a2 − 4

b+ 5
= 0

แสดงวา a2 − 4 = 0 และ b+ 5 ̸= 0

a2 = 4 และ B ̸= −5

a = 2,−2 และ B ̸= −5

ดังนั้นจำนวนคูอันดับ (a, b) ∈ S × S ทั้งหมดที่สอดคลองกับเงื่อนไขขางตน เทากับ
จำนวนวิธีเลือกคา a คูณจำนวนที่เลือกคา b = 2× 10 = 20 วิธี

บทนิยาม 3.1.4
ตัวผกผันของความสัมพันธ r คือความสัมพันธซึ่งเกิดจากการสลับที่ของสมาชิกตัวหนาและสมาชิก
ตัวหลังในแตละคูอันดับที่เปนสมาชิกของ r เขียนแทนดวย r−1 และเขียน r−1 ในรูปเซตแบบบอก
เงื่อนไขไดดังนี้ r−1 = {(y, x)|(x, y) ∈ r}

ตัวอยางที่ 3.7 กำหนดให r1 = {(1, 2), (2, 3), (4,−1), (−1, 0)} และ
r2 = {(x, y)|y = 2x− 1} จงหาตัวผกผันของความสัมพันธ r1 และ r2

วิธีทำ จากนิยามตัวผกผันของความสัมพันธทำใหไดวา

r−1
1 = {(2, 1), (3, 2), (−1, 4), (0,−1)}

r−1
2 = {(y, x)|y = 2x− 1}

= {(x, y)|y =
x+ 1

2
}

ตัวอยางที่ 3.8 กำหนดให r = {(x, y)|2x+ 3y − 7 = 0}

จงหาตัวผกผันของความสัมพันธ r
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วิธีทำ จากนิยามตัวผกผันของความสัมพันธทำใหไดวา

r−1 = {(y, x)|2x+ 3y − 7 = 0}

= {(x, y)|2y + 3x− 7 = 0}

3.2 ฟงกชัน (Functions)
บทนิยาม 3.2.1
ฟงกชัน คือ ความสัมพันธซึ่งในสองคูอันดับใดๆของความสัมพันธนั้น ถามีสมาชิกตัวหนาเทากันแลว
สมาชิกตัวหลังตองไมตางกัน สามารถเขียนดวยภาษาทางตรรกศาสตรไดดังนี้ f เปนฟงกชัน ก็ตอ
เมื่อ ถา (x1, y1) , (x2, y2) ∈ f และ x1 = x2 แลว y1 = y2 ถา f เปนฟงกชัน และ (x, y) ∈ f

แลวเราจะกลาววา y เปนคาของของฟงกชัน f ที่ x คาของของฟงกชัน f ที่ x เขียนแทนดวย f(x)
อานวา เอฟออฟเอ็กซ

ตัวอยางที่ 3.9 กำหนดให g = {(1, a), (2, b), (3, b), (5, c)} จงพิจารณาวา g เปนฟงกชันหรือ
ไม
วิธีทำ เนื่องจากสองคูอันดับใดๆของความสัมพันธนั้น ไมมีสมาชิกตัวหนาเทากัน ดังนั้น g เปนฟงกชัน

ตัวอยางที่ 3.10 กำหนดให f = {(x, y) | y2 + x2 = 1} จงพิจารณาวา f เปนฟงกชันหรือ
ไม
วิธีทำ กำหนดให x = 0.5 พิจารณา

y2 + 0.52 = 1

y2 + 0.25 = 1

y2 = 0.75

จะเห็นไดวา y เปนไปได 2 คา คือ √0.75 และ −√0.75 ดังนั้น f ไมเปนฟงกชัน

ตัวอยางที่ 3.11 กำหนดให h = {(x, y) | y = x2 − 1} จงพิจารณาวา h เปนฟงกชันหรือ
ไม
วิธีทำ จะแสดงวา h เปนฟงกชันดวยการพิสูจน โดยใชวิธีการ สมมติวา x1 = x2 แลวแสดงใหไดวา
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f (x1) = f (x2) พิจารณา

x1 = x2

(x1)
2 = (x2)

2

(x1)
2 − 1 = (x2)

2 − 1

f (x1) = f (x2)

ดังนั้น h เปนฟงกชัน

จากตัวอยางที่ผานมาเราสามารถตรวจสอบไดวา ความสัมพันธที่กำหนดมาใหเปนฟงกชัน
หรือไม อยางไรก็ตามมีบางความสัมพันธที่ตรวจสอบยาก แต เราสามารถคาดการณวาความสัมพันธที่
กำหนดมาใหนั้นเปนฟงกชันหรือไม โดยมองจากกราฟความสัมพันธ หากลากเสนตรงใดๆ ขนานกับ
แกน y แลวตัดกราฟความสัมพันธเพียงจุดเดียวเสมอสามารถคาดการณวาความสัมพันธที่กำหนดมาให
นั้นเปนฟงกชัน อยางไรก็ตามวิธีการนี้ถูกนำมาใชตรวจสอบบอยครั้ง หากผูอานตองการใชวิธีนี้จะตอง
พิจารณาอยางรอบคอบ รวมถึงตองทราบวาวิธีนี้ใชตรวจสอบเทานั้นแตไมไดเปนการพิสูจน
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ตัวอยางที่ 3.12 จงพิจารณาวากราฟที่กำหนดใหเปนฟงกชันหรือไม

วิธีทำ ลากเสนตรงใดๆที่ขนานกับแกน y จะตัดกราฟความสัมพันธเพียงจุดเดียวเทานั้น

ดังนั้นเราสามารถคาดการณไดวาความสัมพันธที่ใหกราฟนี้เปนฟงกชัน

จากตัวอยางตางๆที่ผานมาแสดงถึงวิธีการตรวจสอบความสัมพันธ วาเปนฟงกชันหรือไม
เมื่อเราพิจารณาแลวพบวามีความสัมพันธเปนจำนวนมากที่มีคุณสมบัติเปนฟงกชัน ซึ่งพอจะจำแนก
ออกเปนฟงกชันแบบตางๆ โดยผูเขียนจะกลาวถึงฟงกชันที่นิยมใชงานและเปนที่รูจักในวงกวาง

3.3 ฟงกชันชนิดตางๆ

3.3.1 ฟงกชันเชิงเสน (Linear functions)

ฟงกชันเชิงเสน คือฟงกชันที่อยูในรูป f(x) = ax + b เมื่อ a และ b เปนจำนวนจริง
เชน f(x) = 3x+ 5, f(x) = x− 2, f(x) = −3x เปนตน กราฟของฟงกชันเหลานี้เปนเสนตรงที่
ไมขนานกับแกน y ดังรูป
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รูปที่ 3.1 แสดงตัวอยางกราฟฟงกชันเชิงเสน

ถาฟงกชันเชิงเสน f(x) = ax + b เมื่อ a = 0 จะไดฟงกชันในรูป f(x) = b ฟงกชันนี้มีชื่อเรียก
เฉพาะวา ฟงกชันคงตัว (Constant function) กราฟของฟงกชันคงตัวจะเปนเสนตรงที่ขนานกับแกน
x ดังรูป

รูปที่ 3.2 แสดงตัวอยางกราฟของฟงกชันคงตัว

3.3.2 ฟงกชันกำลังสอง (Quadratic functions)

ฟงกชันกำลังสอง หมายถึง ฟงกชันที่อยูในรูป f(x) = ax2 + bx+ c เมื่อ a, b, c เปน
จำนวนจริง และ a ̸= 0 เมื่อนำมาวาดเปนกราฟ จะถูกเรียกวา พาราโบลา ซึ่งมีทั้งพาราโบลาคว่ำ และ
พาราโบลาหงาย
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รูปที่ 3.3 แสดงตัวอยางกราฟของฟงกชันกำลังสอง

3.3.3 ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล (Exponential functions)

ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล คือ ฟงกชันที่เขียนในรูป y = ax โดยที่ a > 0 และ a ̸= 1

เปนฟงกชันที่ถูกนำมาใชอยางกวางขวาง เชนการคิดดอกเบี้ยของธนาคาร เปนตน สามารถนำมาเขียน
กราฟไดดังรูป

รูปที่ 3.4 แสดงตัวอยางกราฟของฟงกชันเอกซโปแนนเชียล

3.3.4 ฟงกชันคาสัมบูรณ (Absolute value functions )

ฟงกชันคาสัมบูรณ คือ ฟงกชันที่มีเครื่องหมายคาสัมบูรณปรากฏอยู เชน
f(x) = |x| เปนตน สามารถนำมาเขียนกราฟไดดังรูป
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รูปที่ 3.5 แสดงตัวอยางกราฟของฟงกชันคาสัมบูรณ

นอกเหนือไปจากฟงกชันที่กลาวมาแลว ยังมีฟงชันอีกหลายฟงกชันที่มีความสำคัญในทาง
คณิตศาสตร เชน ฟงกชันขั้นบันได (Step functions) ฟงกชันตรีโกณมิติ (Trigonometric functions)
เปนตน

3.4 ลักษณะของฟงกชัน

3.4.1 ฟงกชันจาก A ไป B (into functions)
บทนิยาม 3.4.1
กำหนดให A และ B เปนเซต จะกลาววา f เปนฟงกชันจาก A ไป B ก็ตอเมื่อ

1. f เปนฟงกชัน
2. Df = A และ Rf ⊂ B

เขียนฟงกชัน f แทนฟงกชันจาก A ไป B ดวย f : A −→ B

ตัวอยางที่ 3.12 ฟงกชัน f(x) = x2 เปนฟงกชันที่สงจากจำนวนจริงไปยังจำนวนจริงบวกรวมศูนย
เขียนแทนดวย f : R −→ R+ ∪ {0}

3.4.2 ฟงกชันทั่วถึง (onto or surjective functions)

บทนิยาม 3.4.2
กำหนด A และ B เปนเซต จะกลาววา f เปนฟงกชันจาก A ไปทั่วถึง B ก็ตอเมื่อ

1. f เปนฟงกชันจาก A ไป B

2. Rf = B

เขียนฟงกชัน f แทนฟงกชันจาก A ไปทั่วถึง B ดวย f : A
onto−−→ B
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ฟงกชันทั่วถึงสามารถแสดงจากขอความ สำหรับทุกสมาชิกใดๆ ในเรนจ จะมีสมาชิกในโดเมนที่สง
ไปยังสมาชิกตัวนั้นเสมอ

ตัวอยางที่ 3.13 กำหนดให f = {(x, y)|y = 3x+ 1} จงพิจารณาฟงกชันที่กำหนดใหเปนฟงกชัน
ทั่วถึงหรือไม
วิธีทำ ให A เปนสมาชิกใดๆ ในเรนจ นั่นคือ A ∈ R

เลือก x =
A− 1

3
∈ R ดังนั้น

f(x) = f(
A− 1

3
)

= 3(
A− 1

3
) + 1

= A

ดังนั้น f เปนฟงกชันทั่วถึง

3.4.3 ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง (one-to-one or injective functions)

บทนิยาม 3.4.3
ฟงกชัน f จะเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง ก็ตอเมื่อ สำหรับสมาชิก x1 และ x2 ใดๆ ในโดเมนของ f ถา
f(x1) = f(x2) แลว x1 = x2
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ตัวอยางที่ 3.14 กำหนดให f = {(x, y)|y = 3x+ 1} จงพิจารณาฟงกชันที่กำหนดใหเปนฟงกชัน
หนึ่งตอหนึ่งหรือไม
วิธีทำ สมมติวา y1 = y2 ดังนั้น

f(x1) = f(x2)

3x1 + 1 = 3x2 + 1

x1 = x2

นั่นคือ f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง

บทนิยาม 3.4.4
กำหนดให A,B เปนเซตที่ไมใชเซตวาง และ f : A −→ B เรียก f วาฟงกชัน หนึ่งตอหนึ่งทั่ว
ถึง (bijective function or bijection) หรือกลาววามีการสมนัยหนึ่งตอหนึ่ง (one - to - one
correspondennce) ระหวาง A และ B ซึ้ง เขียนแทนดวยสัญลักษณ

f : A
1−1−−→
onto

B ก็ตอเมื่อ f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก A ไปบน B

ตัวอยางที่ 3.15 ให f : Z −→ Z โดยที่ f(x) = x + 2 สำหรับทุก x ∈ Z จงพิจารณาวา f

เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งทั่วถึงหรือไม
วิธีทำ สมมติให b ∈ Z จะไดวามี a = b−2 ∈ Z ที่ทำให f(a) = f(b−2) = (b−2)+2 = b ดังนั้น
f เปนฟงกชันทั่วถึง Z ตอไปสมมติให x1, x2 ∈ Z โดยที่ f(x1) = f(x2) จะไดวา x1+2 = x2+2

x1 = x2 แสดงวา f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง จึงสรุปไดวา f : Z 1−1−−→
onto

Z

ตัวอยางที่ 3.16 ให g : Z −→ Z กำหนดโดย g(x) = 4x สำหรับทุก x ∈ Z จงพิจารณาวา
g เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งทั่วถึงหรือไม
วิธีทำ เนื่องจาก 2 ∈ Z แตไมมี a ∈ Z ที่ทำให g(a) = 2 ดังนั้น g ไมเปนฟงกชันทั่วถึง Z และ ถา
สมมติให x1, x2 ∈ Z โดยที่ g(x1) = g(x2) แลวจะไดวา 4x1 = 4x2 นั่นคือ x1 = x2 แสดงวา g
เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง จึงสรุปไดวา g : Z 1−1←−− Z แต g ไมเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งทั่วถึง
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บทนิยาม 3.4.5
กำหนดให A,B เปนเซตที่ไมใชเซตวาง เรียกฟงกชัน iA : A −→ A ซึ่งกำหนดโดย

iA(x) = x สำหรับทุก x ∈ A

วาฟงกชันเอกลักษณ (identity function) บน A และถา b เปนสมาชิกตัวหนึ่งของ B แลวเรียก
ฟงกชัน f : A −→ B ซึ้งกำหนดโดย f(x) = b สำหรับทุก x ∈ A วาฟงกชันคงตัว (constant
function) ที่มี Rf = {b}

ขอสังเกต จากบทนิยาม 3.4.5 จะไดวาฟงกชันเอกลักษณ iA เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งทั่วถึง นั่นคือ
iA :

1−1−−→
onto

A สำหรับฟงกชันคงตัว f : a −→ B เราพบวา f จะเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง ก็ตอเมื่อ A

มีสมาชิกเพียงตัวเดียวเทานั้น และ f จะเปนฟงกืชันทั่วถึง B ก็ตอเมื่อ B = {b}

3.4.4 ฟงกชันเพิ่มและฟงกชันลด (increasing and decreasing functions)

บทนิยาม 3.4.6
ให f เปนฟงกชันบน A

1.f เปนฟงกชันเพิ่มใน A ก็ตอเมื่อ สำหรับสมาชิก x1 และ x2 ใดๆ ใน A

ถา x1 < x2 แลว f(x1) < f(x2)

2.f เปนฟงกชันลดใน A ก็ตอเมื่อ สำหรับสมาชิก x1 และ x2 ใดๆใน A

ถา x1 < x2 แลว f(x1) > f(x2)

ตัวอยางที่ 3.17 กำหนดให f = {(x, y)|y = 3x+ 1} จงพิจารณาฟงกชันที่กำหนดใหเปนฟงกชัน
เพิ่มหรือฟงกชันลด
วิธีทำ สมมติวา x1 < x2 ดังนั้น

3x1 < 3x2

3x1 + 1 < 3x2 + 1

f(x1) < f(x2)

นั่นคือ f เปนฟงกชันเพิ่ม

3.5 การดำเนินการของฟงกชัน (Opertion of functions)

ถามีฟงกชันตั้งแตสองฟงกชันขึ้นไป อาจสรางฟงกชันขึ้นมาใหมโดยคาของฟงกชันใหมที่ x
ของแตละฟงกชันเหลานั้นมาบวก ลบ คูณ หาร กันดังบทนิยามตอไปนี้
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บทนิยาม 3.5.1
กำหนดให f และ g เปนฟงกชันบนเซตของจำนวนจริง

1. f + g = {(x, y) | y = f(x) + g(x)} และ Df ∩Dg ̸= ∅

2. f − g = {(x, y) | y = f(x)− g(x)} และ Df ∩Dg ̸= ∅

3. f · g = {(x, y) | y = f(x) · g(x)} และ Df ∩Dg ̸= ∅

4. f
g
= {(x, y) | y =

f(x)

g(x)
} โดยที่ Df ∩Dg ̸= ∅ และ g(x) ̸= 0

ตัวอยางที่ 3.18 กำหนดให f(x) = 2x− 1 และ g(x) = 3x+ 2 จงหา (f + g)(5)

วิธีทำ จากนิยามจะไดวา

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

= (2x− 1) + (3x+ 2)

= 5x+ 1

ดังนั้น

(f + g)(5) = 5(5) + 1

= 26

บทนิยาม 3.5.2
กำหนดให A,B,C เปนเซตที่ไมใชเซตวาง และ f : A −→ B, g : B −→ C โดยที่ Rf∩Dg ̸=

∅ ฟงกชันประกอบ ( composite function) ของ g และ f ซึ่งแทนดวยสัญลักษณ g ◦ f หมายถึง
{(a, c) ∈ A×C|(a, b) ∈ f และ (b, c) ∈ g สำหรับบาง b ∈ B} นั้นคือ (g ◦ f) = g(f(x))

สำหรับทุก x ∈ Dg◦f เมื่อ Dg◦f = {a ∈ Df |f(a) ∈ Dg}

ขอสังเกต เราสามารถหาฟงกชันประกอบ g ◦ f ได ก็ตอเมื่อ เรนจของ f เปนสับเซตโดเมนของ g

ตัวอยางที่ 3.19 กำหนดให A = {a, b, c}, B = {x, y, z} และ C = {r, s, t} โดยที่ f : A→ B

และ g : B → C เปนฟงกชันดังรูป
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วิธีทำ g ◦ f เปนฟงกชันจาก A ไป C โดยที่
(g ◦ f)(a) = g(f(a)) = g(y) = t

(g ◦ f)(b) = g(f(b)) = g(z) = r

(g ◦ f)(x) = g(f(c)) = g(y) = t

ดังนั้น g ◦ f = {(a, t), (b, r), (c, t)}

ตัวอยางที่ 3.20 ให f = {(a, 1), (b, 3), (c, 3)} และ g = {(1, 4), (2, 5), (3, 5)} จงพิจารณาวา
จะสามารถหา g ◦ f และ f ◦ g ไดหรือไม
วิธีทำ พิจารณา Df = {a, b, c}, Rf = {1, 3}

Dg = {1, 2, 3}, Rg = {4, 5}

จะเห็นวา Rf ⊂ Dg ดังนั้นเราสามารถหา g ◦ f ได แต Rg ̸⊂ Df ดังนั้นหา f ◦ g

ตัวอยางที่ 3.21 กำหนดให f(x) = x2 และ g(x) = x+3 จงพิจารณาวาจะสามารถหา g ◦ f และ
f ◦ g ไดหรือไม
วิธีทำ พิจารณา Df = R, Rf = [0,∞)

Dg = R, Rg = R

จะเห็นวาเราสามารถหาทั้ง g ◦ f และ f ◦ g ได ดังนี้
g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(x2) = x2 + 3

ดังนั้น g ◦ f(x) = {(x, y)|y = x2 + 3}

f ◦ g(x) = f(g(x)) = f(x+ 3) = (x+ 3)2 = x2 + 6x+ 9

ดังนั้น f ◦ g(x) = {(x, y)|y = x2 + 6x+ 9}

บทนิยาม 3.5.3
กำหนดให A,B เปนเซตที่ไมใชเซตวาง และ f เปนฟงกชันจาก A ไปยัง B เรียกเซต f−1 วาตัว
ผกผันของ f (inverse of a function f ) เมื่อ

f−1 = {(b, a) | (a, b) ∈ f} ⊆ B × A

จากบทนิยาม 3.5.3 จะสังเกตไดวา f−1 ไมจำเปนจะตองเปนฟงกืชันจาก B ไปยัง A

ทฤษฎีบท 3.5.1
กำหนดให A,B เปนเซตที่ไมใชเซตวาง ถา f เปนฟงกชันจาก A ไปยัง B แลวจะไดวา Df−1 =

Rf และ Rf−1 = Df

การพิสูจน ให b ∈ Df−1 จะไดวามี a ∈ A ที่ซึ่ง (b, a) ∈ f−1 ดังนั้น (a, b) ∈ f นั่นคือ
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b ∈ Rf จึงไดวา Df−1 ⊆ Rf และถาให b ∈ Rf แลวจะมี a ∈ A ที่ซึ่ง (a, b) ∈ f ดังนั้น
(b, a) ∈ f−1 นั่นคือ b ∈ Df−1 ดังนั้น Rf ⊆ Df−1 สรุปไดวา Df−1 = Rf พิสูจนในทำนอง
เดียวกัน จะไดวา Rf−1 = Df

ตัวอยางที่ 3.22 จงหา Df , Rf และ f−1 เมื่อกำหนดให f = {(x, y) ∈ R× R | y = −
√
x}

วิธีทำ จากการกำหนด f จะไดวา Df = [0,∞), Rf = (−∞, 0) และ

f−1 = {(x, y) ∈ R× R|x = −√y}

= {(x, y) ∈ R× R|y = x2}

โดยที่ Df−1 = (−∞, 0] และ Rf−1 = [0,∞)

บทนิยาม 3.5.4
กำหนดให f เปนฟงกฺชันใด ๆ เรียก f−1 วาฟงกชันผกผัน ( inverse function ) ของ f ก็ตอเมื่อ
f−1 เปนฟงกชัน

ตัวอยางเชน กำหนดให f = {(x, y) ∈ R × R | y = 2x − 3} จะไดวา f เปนฟงกชัน และ
f−1 = {(x, y) ∈ R × R | x = 2y − 3} = {(x, y) ∈ R × R | y =

x+ 3

2
} เนื่องจาก f−1

เปนฟงกชัน ดังนั้น f−1 เปนฟงกชันผกผันของ f

พิจารณาตัวอยางตอไปนี้
(1) ถา f = {(2, 1), (3, 2), (4, 3)} จะไดวา f เปนฟงกืชันหนึ่งตอหนึ่ง และ f−1 =

{(1, 2), (2, 3), (3, 4)} เปนฟงกชัน
(2) ถา g = {(1, 2), (3, 4), (4, 5), (6, 2)} แลว g เปนฟงกชัน หนึ่งตอหนึ่ง และจะไดวา

g−1 = {(2, 1), (4, 3), (5, 4), (2, 6)} ไมเปนฟงกชัน

จากตัวอยางขางตน จะเห็นวาถา f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งแลว f−1 เปนฟงกชัน นั่นคือ ถา
f เปนฟงกชัน หนึ่งตอหนึ่งแลว f−1 เปนฟงกชันผกผันของ f ดังทฤษฎีบทตอไปนี้

ทฤษฎีบท 3.5.2
กำหนดให f เปนฟงกชันใดๆ จะไดวา ถา f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งแลว f−1 เปนฟงกชันผกผัน
ของ f

การพิสูจน สมมติให (b, a1) ∈ f−1 และ (b, a2) ∈ f ดังนั้น (a1, b) ∈ f และ (a2, b) ∈ f

เนื่องจาก f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง จึงไดวา a1 = a2 ดังนั้น f−1 เปนฟงกชัน นั่นคือ f−1 เปน
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ฟงกชันผกผัน ของ f

ตัวอยางที่ 3.23 จงหา f−1 และพิจารณาวา f−1 เปนฟงกชันผกผันของ f หรือไม เมื่อกำหนดฟงกชัน
f : R −→ R ดังนี้

f(x) = 3x− 2 สำหรับทุก x ∈ R

วิธีทำ เนื่องจาก f = {(x, y) ∈ R× R | y = 3x− 2} ดังนั้น

f−1 = {(x, y) ∈ R× R|x = 3y − 2}

f−1 = {(x, y) ∈ R× R|y =
x+ y

3
}

นั่นคือ f−1 =
x+ 2

3
สำหรับทุก x ∈ R สมมติให x1, x2 ∈ R โดยที่ f(x1) = f(x2) จะไดวา

3x1 − 2 = 3x2 − 2 นั้นคือ x1 = x2 แสดงวา f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง โดยทฤษฎีบท1.4.2 จะได
วา f−1 เปนฟงกชันผกผันของ f

บทนิยาม 3.5.5
กำหนดให A,B เป็นเซตที่ไมใชเซตวางและ f : A −→ B ถา S ⊆ A แลว ภาพ (image)
ของ S ภายใต f ซึ่งเขียนแทนดวย f(S) นิยามดังนี้ f(a) = {f(a)|a ∈ S} ⊆ B และถา
T ⊆ B แลวภาพผกผัน (inverse image) ของ T ภายใต f ซึ่งเขียนแทนดวย f−1(T ) นิยามดังนี้
f−1(T ) = {a|f(a) ∈ T} ⊆ A นอกจากนี้ ถา S = {x} ⊆ A แลวเขียน f(x) แทน f(S)

แลวถา T = {y} ⊆ B เขียนแทนดวย f−1(y) แทน f−1(T )

จากบทนิยาม 3.5.5 จะเห็นวา f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง ก็ตอเมื่อ f−1(b) ประกอบดวยสมาชิก
อยางมากที่สุดหนึ่งตัวสำหรับทุก b ∈ B และ f เปนฟงกชันทั่วถึง B ก็ตอเมื่อ f−1(b) ไมเปนเซตวาง
สำหับทุก b ∈ B

สำหรับเนื้อหาที่กลาวมาทั้งหมดในบทนี้ แบงเปนสองสวนใหญๆ คือความสัมพันธ ซึ่งศึกษาทั้ง
คุณสมบัติ ทฤษฎี มีความกวางของเนื้อหามาก และอีกสวนคือ ฟงกชันที่สรางมาจากความสัมพันธ
ศึกษาทั้งโดเมน เรนจ การดำเนินการของฟงกชัน รวมถึงฟงกชันที่ถูกนิยมนำมาใชบอยๆ เชน ฟงกชัน
เชิงเสน ฟงกชันกำลังสอง ฟงกชันตรีโกณมิติ เปนตน ซึ่งถูกนำไปใชประโยชนอยางกวางขวางและหลาก
หลายสาขา ประยุกตใชในการทำงานทั้งทางดานพาณิชยศาสตร ดานวิศวกรรม ดานคอมพิวเตอร ฯลฯ
นอกจากนี้ยังเปนพื้นฐานในการเรียนคณิตศาสตรในเรื่องอื่นๆ เชน ฟงกชันตรีโกณมิติ ฟงกชันเอ็กซ
โปแนนเชียล ฟงกชันลอกาลิทึม แคลคูลัส เปนตน รวมถึงขยายพื้นฐานการเรียนรูคณิตศาสตรขั้นสูง ทั้ง
พีชคณิตนามธรรม พีชคณิตเชิงเสน แคลคูลัสขั้นสูง การวิเคราะหเชิงคณิตศาสตร ทฤษฎีกราฟ ทฤษฎี
รหัส เปนตน จึงถือวาเปนอีกหนึ่งเรื่องพื้นฐานที่อีกหลายสาขาวิชาตองเรียนรูและทำความเขาใจ
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แบบฝกหัดทายบท

1. สำหรับแตละขอตอไปนี้เราสามารถสรุปผลอยางไรไดบาง

1.1 (x, 4) = (3, y)

1.2 (x, 6) = (y, 6)

1.3 (x, 2) ̸= (x, y)

1.4 (x, 5) ̸= (2, y)

2. กำหนดให A = {0, 1}, B = {1, 2} และ C = {1, 2} จงเขียนเซตตอไปนี้แบบแจกแจง
สมาชิก

2.1 A× (B ∪ C)

2.2 (A×B) ∪ (A× C)

2.3 A× (B ∩ C)

2.4 (A×B) ∩ (A× C)

3. จงหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธตอไปนี้

3.1 y = 5x

3.2 y = x2 + 1

3.3 y =
√
x

3.4 y = |x|

4. จงหาอินเวอรสของความสัมพันธตอไปนี้ พรอมทั้งเขียนกราฟของความสัมพันธและอินเวอรส
ของความสัมพันธ

4.1 {(1, 2), (2, 3), (3, 8), (5, 4)}

4.2 {(x, y) ∈ R× R|x+ y = 1}

4.3 {(x, y) ∈ R× R|2y + x = 2}

4.4 {(x, y) ∈ R× R|y = x2}

4.5 {(x, y) ∈ R× R|y > 2x}

5. ฟงกชัน f : R→ R กำหนดโดย f(x) = x2 + x− 2 จงหา
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5.1 f(3)

5.2 f(−3)− f(2)

5.3 f(x− 2)

5.4 f(f(−2))

5.5 f(x+ h)

6. กำหนดให f(x) = 3x+ 2 และ g(x) = 2x จงหา

6.1 (f + g)(2)

6.2 (f − g)(6)

6.3 fg(−1)

6.4 f

g
(
1

2
)

7. กำหนดให f(x) = 2x− 3 และ g(x) = 2x3 − 1 จงหา

7.1 f ◦ g

7.2 g ◦ f

7.3 f ◦ f

7.4 g ◦ g
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แผนบริหารการสอนประจำบทที่ 4

เนื้อหาประจำบท
1. ความหมายและความรูเบื้องตนของเมตริกซ
2. การดำเนินการของเมตริกซ
3. สมบัติของเมตริกซ

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม
1. บอกสัญลักษณของเมทริกซ การเทากัน การบวก ลบ และคูณดวยสเกลารได
2. หาผลคูณของเมทริกซกับเมทริกซ พรอมทั้งบอกสมบัติเกี่ยวกับการบวก และการคูณของเม

ทริกซกับเมทริกซ
3. หาดีเทอรมิแนนทและสมบัติของดีเทอรมิแนนทของเมทริกซและนำไปใชได
4. หาอินเวอรสการคูณของเมทริกซ

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจำบท
1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปนี้พรอมทั้งเปดโอกาสใหซักถาม

1.1 ความหมายและความรูเบื้องตนของเมทริกซ
1.2 การดำเนินการของเมทริกซ
1.3 คุณสมบัติของเมทริกซ

2. ใหนักศึกษาทำกิจกรรมตอไปนี้
2.1 ศึกษาขอมูลจากสื่ออิเล็กทรอนิกส
2.2 ทำแบบฝกหัดที่กำหนดให

สื่อการเรียนการสอน
1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตางๆ
2. Slide Presentation

การวัดผลและการประเมินผล
1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความตั้งใจ การฟง การจดบันทึก การโตตอบและการ

ซักถาม
2. แบบทดสอบ



89

3. ใบงานที่ใหทำ
4. การมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน



บทที่ 4
เมทริกซ

เมทริกซ (Matrix) เปนกลุมของจำนวนที่เรียงกันเปนรูปสี่เหลี่ยม ภายในเครื่องหมายวงเล็บ
( ) หรือ [ ] เราศึกษาเรื่องเมทริกซเพื่อใชชวยใน การแกระบบสมการเชิงเสนหลายตัวแปร ซึ่งสามารถ
ทำไดงายกวาเมื่อตองแกระบบสมการที่มีชุดสมการจำนวนมาก อีกทั้งยังสามารถนำไปประยุกตใชใน
การเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรอีกดวย

4.1 ความหมายและความรูเบื้องตนของเมทริกซ

เมทริกซ หมายถึง กลุมของจำนวนซึ่งเรียงกันเปนแถวๆแถวละเทาๆกันภายในเครื่องหมาย

[· · · ] เชน
[
5
]
,

4 5

2 3

 ,


1 2 3

4 5 6

7 8 9

 ,

0 0 0

0 0 0

 เปนตน

ขอตกลง

1. นิยมใชอักษร A,B,C, . . . เปนชื่อเมทริกซ

2. จำนวนแตละจำนวนที่อยูภายใน [· · · ] เรียกวา สมาชิกของเมทริกซ

3. จำนวนที่ประกอบกันเปนแนวนอนแตละแนว เรียกวาแถว (Row)

4. จำนวนที่ประกอบกันเปนแนวตั้งแตละแนว เรียกวาหลัก (Column)

5. จำนวนแถวคูณจำนวนหลักเรียกวา มิติ (Dimension) ของเมทริกซ หรือเรียกวา ขนาดของเม
ทริกซ

จากที่กลาวมาเราสามารถเขียนเมทริกซใดๆ ไดเปน A =
[
aij

]
m×n

หรือ

A =


a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n
... ... ... . . . ...

am1 am2 am3 · · · amn


m×n
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จะเห็นวา aij เปนสมาชิกของเมทริกซในหลักที่ i และแถวที่ j นอกจากนี้ยังมีขนาดของเม
ทริกซเปน m× n

ตัวอยางที่ 4.1 กำหนดเมทริกซ A =


−5 5 2 −6

0 1 2 3

4 5 6 7

−2 −1 4 −7

 จงหา

1. ขนาดของเมทริกซ

2. สมาชิกในหลักที่ 1

3. สมาชิกในแถวที่ 3

วิธีทำ

1. เนื่องจากเปนเมทริกซที่มี 4 แถวและ 4 หลักดังนั้นขนาดของเมทริกซเทากับ 4× 4

2. สมาชิกในหลักที่ 1 คือ −5, 0, 4,−2

3. สมาชิกในแถวที่ 3 คือ 4, 5, 6, 7

นอกเหนือไปจากการพิจารณาขนาด และสมาชิกในเมตริกซแลว ยังจำเปนตองเรียนรู เม
ทริกซชนิดตางๆที่นิยมใช ดังนี้

1. เมทริกซศูนย (Zero matrix) คือเมทริกซที่มีสมาชิกทุกตัวเปนศูนยหมด ใชสัญลักษณแทนดวย
0 เชน

[
0
]
,

0 0

0 0

 ,


0 0

0 0

0 0

 ,
[
0 0 0 0 0 0

]

2. เมทริกซจัตุรัส (Square matrix) คือเมทริกซที่มีจำนวนแถวและจำนวนหลักเทากัน เชน

1 2

3 4

 ,


−4 6 7

6 5 3

1 2 −9


3. เมทริกซเฉียง (Diagonal matrix) คือเมทริกซจัตุรัสที่มีสมาชิกแนวเสนทแยงมุมหลัก (Main

diagonal) เปนจำนวนจริงใดๆ สวนสมาชิกนอกนั้นเปนศูนยหมดทุกตัว เชน



92


2 0 0

0 −4 0

0 0 5


4. เมทริกซเอกลักษณ (Identity matrix) คือเมทริกซจัตุรัสที่สมาชิกในแนวเสนทแยงมุมหลักเปน

เลข 1 ทั้งหมดสวนสมาชิกนอกแนวนี้เปนศูนยทั้งหมด เชน

1 0

0 1

 ,


1 0 0

0 1 0

0 0 1


5. เมทริกซสมมาตร (Symmetric matrix) คือเมทริกซจัตุรัสที่มีสมบัติวา aij = aji เชน

1 2 3

2 −7 −1

3 −1 8


6. เมทริกซเสมือนสมมาตร (Skew-symmetric matrix) คือเมทริกซจัตุรัสที่มีสมบัติวาสมาชิกใน

แนวเสนทแยงมุมหลักเปนศูนยหมดและ aij = −aji เชน
0 −1 −2

1 0 −3

2 3 0


7. เมทริกซสามเหลี่ยม (Triangular matrix) คือเมตริกซจัตุรัสที่สมาชิกที่อยูดานบนหรือดานลาง

ของแนวเสนทแยงมุมหลักเปนศูนยหมดเชน
1 0 0

2 1 0

−8 7 3

 ,


4 5 6

0 −3 9

0 0 −7


8. เมทริกซสเกลาร (Scalar matrix) คือเมตริกซจัตุรัสที่มีสมาชิกในแนวเสนทแยงมุมหลักมีคาเทา

กันทุกตัว สวนสมาชิกนอกนั้นเปนศูนยหมดทุกตัว เชน

2 0

0 2

 ,


3 0 0

0 3 0

0 0 3
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บทนิยาม 4.1.1
เมทริกซ 2 เมทริกซใด ๆ จะเทากันได ก็ตอเมื่อ

1. มิติของเมทริกซทั้งสองเทากัน
2. สมาชิกที่อยูในตำแหนงเดียวกันตองเทากัน

ตัวอยางที่ 4.2 จงหาคาของ x, y จากสมการตอไปนี้

1.
4 5

6 −1

 =

 4 x2 + 1

y + 1 −1


2.

4 x+ y

5 3

 =

x− y 8

5 3


3.

 1 x2 + 2x− 5

−2 3

 =

 1 −4

−2 3


วิธีทำ

1. จาก
4 5

6 −1

 =

 4 x2 + 1

y + 1 −1

 จะไดวา x2 + 1 = 5 และ y + 1 = 6

นั่นคือ x = ±2, y = 5

2. จาก
4 x+ y

5 3

 =

x− y 8

5 3

 จะไดวา x+ y = 8 และ x− y = 4

แกสองสมการสองตัวแปร จะได x = 6, y = 2

3. จาก
 1 x2 + 2x+ 5

−2 3

 =

 1 4

−2 3

 จะไดวา x2 + 2x+ 5 = 4 นั่นคือ

x2 + 2x+ 1 = 0 ดังนั้น x = −1

4.2 การดำเนินการของเมทริกซ

4.2.1 การคูณเมทริกซดวยจำนวนจริง

บทนิยาม 4.2.1
ให A =

[
aij

]
m×n

และ c เปนจำนวนจริง แลว cA =
[
caij

]
m×n
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ตัวอยางที่ 4.3 กำหนดให A =


2 5 3

4 −6 7

−8 2 −3

 จงหา 2A และ −3A

วิธีทำ

1. 2A =


4 10 6

8 −12 14

−16 4 −6



2. −3A =


−6 −15 −9

−12 18 −21

24 −6 9


4.2.2 การบวกและลบเมทริกซ

บทนิยาม 4.2.2
เมทริกซใดๆ จะบวกหรือลบกันได ก็ตอเมื่อ

1. มิติของเมทริกซทั้งสองเทากัน
2. สมาชิกในตำแหนงเดียวกันเทานั้นจึงบวกกันหรือลบกันได

นั่นคือ ถา A =
[
aij

]
m×n

และ B =
[
bij

]
m×n

แลว
A+B =

[
aij + bij

]
m×n

และ A−B =
[
aij − bij

]
m×n

ตัวอยางที่ 4.4 กำหนดให A =

−4 3

2 −1

 , B =

−3 5

−1 7

 และ C =

 0 6

−5 −8


จงหา A+ 2B, (A+B)− C, (2A+B) + (3B − 2C) และ A− (B − C)

วิธีทำ

1. A+2B =

−4 3

2 −1

+2

−3 5

−1 7

 =

−4 3

2 −1

+

−6 10

−2 14

 =

−10 13

0 13
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2.

(A+B)− C =

−4 3

2 −1

+

−3 5

−1 7

−
 0 6

−5 −8



=

−7 8

1 6

−
 0 6

−5 −8



=

−7 2

6 14


3.

(2A+B) + (3B − 2C) =

2

−4 3

2 −1

+

−3 5

−1 7

+

3

−3 5

−1 7

− 2

 0 6

−5 −8



=

−8 6

4 −2

+

−3 5

−1 7

+

−9 15

−3 21

−
 0 12

−10 −16



=

−11 11

3 5

+

−9 3

7 37



=

−20 14

10 42
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4.

A− (B − C) =

−4 3

2 −1

−
−3 5

−1 7

−
 0 6

−5 −8



=

−4 3

2 −1

−
−3 −1

4 15



=

−1 4

−2 −16


คุณสมบัติการบวกของเมทริกซ
กำหนดให A,B,C เปนเมตริกซที่สามารถบวกลบกันได

1. A+B = B + A (สลับที่ของการบวก)

2. A+ (B + C) = (A+B) + C (เปลี่ยนกลุมภายใตการบวก)

3. A+ 0 = 0 + A = A (เอกลักษณการบวก)

4. A+ (−A) = (−A) + A = 0 (อินเวอรสการบวก)

5. ถา A+B = 0 แลว A = −B

6. A+B = A+ C แลว B = C (ตัดออกสำหรับการบวก)
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4.2.3 การคูณเมทริกซดวยเมทริกซ

บทนิยาม 4.2.3
เมทริกซ 2 เมทริกซใดๆ จะคูณกันได ก็ตอเมื่อ

1. จำนวนหลักของเมทริกซตัวแรกเทากับจำนวนแถวของเมทริกซตัวที่สอง
2. ผลคูณของเมทริกซแตละตำแหนงจะเทากับผลบวกของการคูณแตละ

แถวในตัวหนาคููณกับหลักในตัวหลัง นั่นคือ ถา A =
[
aij

]
m×n

และ B =
[
bij

]
n×k

แลว

A×B =



n∑
i=1

a1ibi1

n∑
i=1

a1ibi2

n∑
i=1

a1ibi3 · · ·
n∑

i=1

a1ibik

n∑
i=1

a2ibi1

n∑
i=1

a2ibi2

n∑
i=1

a2ibi3 · · ·
n∑

i=1

a2ibik

... ... ... . . . ...
n∑

i=1

amibi1

n∑
i=1

amibi2

n∑
i=1

amibi3 · · ·
n∑

i=1

amibik


m×k

หมายเหตุ หากกำหนดให A เปนเมทริกซที่มีมิติ m × n และ B เปนเมทริกซที่มีมิติ n × k ถา
C เปนเมทริกซที่เกิดจาก A×B แลว C จะมีมิติเปน m× k นั่นคือ Am×n ×Bn×k = Cm×k
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ตัวอยางที่ 4.5 กำหนดให A =
[
3 2

]
และ B =

1 0 4

2 3 1

 จงหา A×B และ B × A

วิธีทำ

1.

A×B =
[
3 2

]1 0 4

2 3 1



=
[
3 · 1 + 2 · 2 3 · 0 + 2 · 3 3 · 4 + 2 · 1

]

=
[
7 6 9

]
2. B × A ไมสามารถหาคาได เนื่องจากจำนวนหลักของ B ไมเทากับจำนวนแถวของ A

ตัวอยางที่ 4.6 กำหนดให A =

4 2

1 1

 และ B =

1 0

2 3

 จงหา A×B และ B × A

วิธีทำ

1.

A×B =

4 2

1 1

1 0

2 3



=

4 · 1 + 2 · 2 4 · 0 + 2 · 3

1 · 1 + 1 · 2 1 · 0 + 1 · 3



=

8 6

3 3
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2.

B × A =

1 0

2 3

4 2

1 1



=

1 · 4 + 0 · 1 1 · 2 + 0 · 1

2 · 4 + 3 · 1 2 · 2 + 3 · 1



=

 4 2

11 7


สมบัติการคูณเมทริกซดวยเมทริกซ
ถา A,B และ C เปนเมทริกซที่สามารถคูณกันไดและ k เปนจำนวนจริงใด ๆ

1. AI = IA = A เมื่อ I เปนเมทริกซเอกลักษณ (เอกลักษณการคูณ)

2. k(AB) = (kA)B

3. (AB)C = A(BC) (เปลี่ยนกลุมไดของการคูณ)

4. A(B + C) = AB + AC (แจกแจงทางซาย)

5. (B + C)A = BA+ CA (แจกแจงทางขวา)

6. (kA)n = knAn

4.3 ทรานสโพสของเมทริกซ
บทนิยาม 4.3.1
ทรานสโพสของเมทริกซ A เขียนแทนดวย At ซึ่งถา A =

[
aij

]
m×n

แลว At =
[
aji

]
n×m
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ตัวอยางที่ 4.7 กำหนดให A =

1 4

5 2

 และ B =

−5 2

3 −6


จงหา (A+B)t, At +Bt, (AB)t, BtAt และ (At)t

วิธีทำ

1. (A+B)t =

1 4

5 2

+

−5 2

3 −6

t

=

−4 6

8 −4

t

=

−4 8

6 −4



2. At +Bt =

1 4

5 2

t

+

−5 2

3 −6

t

=

1 5

4 2

+

−5 3

2 −6

 =

−4 8

6 −4



3. (AB)t =

1 4

5 2

−5 2

3 −6

t

=

 7 −22

−19 −2

t

=

 7 −19

−22 −2



4. BtAt =

−5 2

3 −6

t 1 4

5 2

t

=

−5 3

2 −6

1 5

4 2

 =

 7 −19

−22 −2



5. (At)t =

1 4

5 2

tt

=

1 5

4 2

t

=

1 4

5 2


คุณสมบัติของทรานสโพสของเมทริกซ
กำหนดให A,B เปนเมทริกซใดๆ และ c เปนจำนวนจริงใดๆ

1. (At)t = A

2. (A+B)t = At +Bt

3. (cA)t = cAt

4. (AB)t = BtAt

5. (Am)t = (At)m เมื่อ m เปนจำนวนเต็มบวก
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บทนิยาม 4.3.2
เมทริกซสมมาตร (Symmetric matrix) คือ เมทริกซจตุรัส ที่ทรานสโพสของเมทริกซจะเทากับ
เมทริกซเดิม

ตัวอยางที่ 4.8 กำหนดให A =


1 2 1

4 3 7

−1 2 4

 จงหาเมทริกซสมมาตรที่เกิดจาก A

วิธีทำ จากคุณสมบัติ A+ At จะไดเมทริกซสมมาตร นั่นคือ
1 2 1

4 3 7

−1 2 4

+

1 4 −1

2 3 2

1 7 4

=

2 6 0

6 6 9

0 9 8



4.4 ดีเทอรมิแนนท (Determinant)
บทนิยาม 4.4.1
กำหนด A เปนเมทริกซดีเทอรมิแนนทของ A เขียนแทนดวย det(A) หรือ |A| ซึ่ง

1. ถา A เปนเมทริกซขนาด 2× 2 แลว det(A) =
∣∣∣∣∣∣a b

c b

∣∣∣∣∣∣ = ad− bc

2. ถา A เปนเมทริกซขนาด 3× 3 แลว

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (aei+ bfg + cdh)− (gec+ hfa+ idb)
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ตัวอยางที่ 4.9 กำหนดใหA =

1 3

5 4

 และB =

5 7

6 4

 จงหา det(A), det(B), det(A) det(B)

และ det(AB)

วิธีทำ

1. det(A) =
∣∣∣∣∣∣1 3

5 4

∣∣∣∣∣∣ = 1 · 4− 5 · 3 = −11

2. det(B) =

∣∣∣∣∣∣5 7

6 4

∣∣∣∣∣∣ = 5 · 4− 6 · 7 = −22

3. det(A) det(B) = −11 · −22 = 242

4. det(AB) = det
1 3

5 4

5 7

6 4

 =

23 19

49 51

 = 1, 173− 931 = 242

ตัวอยางที่ 4.10 กำหนดให A =


1 0 −1

2 1 2

3 2 −3

 จงหาคาของ det(A)

วิธีทำ

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1

2 1 2

3 2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ((−3) + 0 + (−4))− ((−3) + 4 + 0) = (−7)− 1 = −8

ตัวอยางที่ 4.11 กำหนดให A เปนเมทริกซมิติ 2 × 2 และ det(A) = 4 ถา I เปน
เมทริกซเอกลักษณ และ A− 3I เปนเมทริกซเอกฐานแลว det(A+ 3I) เทากับขอใด
วิธีทำ จากที่กำหนดให A เปนเมทริกซที่มีมิติ 2× 2

จึงสมมติให A =

a b

c d

 จะได det(A) = ad− bc

โจทยกำหนดให det(A) = 4 จะได ad− bc = 4 (1)

พิจารณา A− 3I =

a b

c d

− 3

1 0

0 1

 =

a− 3 b

c d− 3


จะได det(A− 3I) = (a− 3)(d− 3)− bc

= ad− 3a− 3d+ 9− bc

= (ad− bc)− 3(a+ d) + 9



103

จาก A− 3I เปนเมทริกซเอกฐาน

ทำให det(A− 3I) = 0 จึงได (ad− bc)− 3(a+ d) + 9 = 0 (2)
แทนคาจาก (1) ใน (2); 4− 3(a+ d) + 9 = 0

3(a+ d) = 13 (3)

พิจารณา A+ 3I =

a b

c d

+ 3

1 0

0 1


=

a+ 3 b

c d+ 3


ดังนั้น det(A+ 3I) = (a+ 3)(d+ 3)− bc

= ad+ 3a+ 3d+ 9− bc

= (ad− bc) + 3(a+ d) + 9

= 4 + 13 + 9 (∵ จาก (1) และ (3))

= 26

บทนิยาม 4.4.2
กำหนดให A =

[
aij

]
เปนเมตริกซจัตุรัสมิติ n× n โดยที่ n ≥ 2

1. ไมเนอรของ aij คือ ดีเทอรมิแนนทของเมตริกซที่ไดจากการตัดแถวที่ i และหลักที่ j
ของเมตริกซ A

2. ไมเนอรของ aij เขียนแทนดวย Mij ถานำทุกไมเนอรของ aij มาเขียนรวมเปนเมตริ
กซจะแทนดวยสัญลักษณ M(A)

ตัวอยางที่ 4.12 กำหนดให A =


2 1 1

3 4 0

5 6 0

 จงหา M(A)
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วิธีทำ

M(A) =


M11 M12 M13

M21 M22 M23

M31 M32 M33

 =



∣∣∣∣∣∣4 0

6 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣3 0

5 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣3 4

5 6

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣1 1

6 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣2 1

5 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣2 1

5 6

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣1 1

4 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣2 1

3 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣2 1

3 4

∣∣∣∣∣∣



=


0 0 −2

−6 −5 7

−4 −3 5



บทนิยาม 4.4.3
กำหนดให A =

[
aij

]
เปนเมทริกซจัตุรัสมิติ n× n โดยที่ n ≥ 2

1. โคแฟกเตอรของ aij เขียนแทนดวย Cij ถานำทุกโคแฟกเตอรของ aij มาเขียนเปน
เมทริกซจะแทนดวยสัญลักษณ C(A)

2. โคแฟกเตอรของ aij แตละตำแหนง คือ cij = (−1)i+jMij

ตัวอยางที่ 4.13 กำหนดให A =


2 1 1

3 4 0

5 6 0

 จงหา C(A)

วิธีทำ จากตัวอยางที่ผานมา

C(A) =



(−1)1+1M11 (−1)1+2M12 (−1)1+3M13

(−1)2+1M21 (−1)2+2M22 (−1)2+3M23

(−1)3+1M31 (−1)3+2M32 (−1)3+3M33


=


0 0 −2

6 −5 −7

−4 3 5



การหาดีเทอรมินันตของเมทริกซโดยใชโคแฟกเตอร

1. เลือกสมาชิกแถวใดแถวหนึ่งหรือหลักใดหลักหนึ่งของ A แลวหาโคแฟกเตอรแตละตัวในแถว
หรือหลักนั้นซึ่งโดยทั่วไปนิยมใชแถวหรือหลักที่มีเลขศูนยมากที่สุด

2. เอาสมาชิกแตละตัวในแถวหรือหลักนั้นคูณกับโคแฟกเตอรของสมาชิกแตละตัวในแถวหรือหลัก
นั้น แลวนำผลคูณที่ไดมาบวกกัน ผลบวกที่ไดคือคาของ det(A)
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ตัวอยางที่ 4.14 กำหนดให A =


1 0 −1

2 1 2

3 2 −3

 จงหาคาของ det(A) โดยใชโคแฟคเตอร

วิธีทำ เราสามารถหาดีเทอรมิแนนทโดยใชวิธีของเมตริกซขนาด 3× 3 จากตัวอยางที่ผานมา คือ

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1

2 1 2

3 2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ((−3) + 0 + (−4))− ((−3) + 4 + 0) = (−7)− 1 = −8

เราสามารถใชวิธีโคแฟคเตอรตามขั้นตอน

1. เลือกแถวที่ 1 เนื่องจากมี 0 ปรากฎมากที่สุด คือ 1, 0,−1

2. หาคาของ C11, C12, C13 นั่นคือ C11 = (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣1 2

2 −3

∣∣∣∣∣∣, C12 = (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣2 2

3 −3

∣∣∣∣∣∣
และ C13 = (−1)1+3

∣∣∣∣∣∣2 1

3 2

∣∣∣∣∣∣ จะไดวา C11 = −7, C12 = 12, C13 = 1 ดังนั้น

det(A) = a11C11 + a12C12 = 12 + a13C13 = −7 + (−1) = −8

คุณสมบัติและทฤษฎีบทเกี่ยวกับดีเทอรมิแนนทที่ควรทราบ

1. ถา A = B แลว det(A) = det(B)

2. det(A) = det(At)

3. det(AB) = det(A) · det(B)

4. det(An) = (detA)n

5. det(Z−1) =
1

det(A)
6. det(I) = 1

7. det(cA) = cn det(A) เมื่อ c เปนจำนวนจริงและ A มีมิติเปน n× n

8. ถา A มีสมาชิกแถวใดแถวหนึ่งหรือหลักใดหลักหนึ่งเปนศูนยทุกตัวแลว det(A) = 0

9. ถา A มีสมาชิกในแถวสองแถวหรือหลักสองหลักใดซ้ำกันแลว det(A) = 0
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10. ถา B เปนเมทริกซใหมที่เกิดจาก A โดยการสลับที่กันระหวางแถวคูใดคูหนึ่งหรือหลักคูใดคู
หนึ่งเพียงคูเดียวแลว det(B) = − det(A)

11. ถาคูณสมาชิกทุกตัวในแถวใดแถวหนึ่งหรือหลักใดหลักหนึ่งของ A ดวยคาคงตัว c แลวดีเทอร
มิแนนทของเมทริกซใหมคือ c · det(A)

12. ถาเปลี่ยนแถวใดแถวหนึ่งหรือหลักใดหลักหนึ่งของ A โดยใชคาคงตัวที่ไมใชศูนย คูณสมาชิกทุก
ตัวในแถวใดแถวหนึ่งหรือหลักใดหลักหนึ่งของ A แลวนำไปบวกกับสมาชิกในแถวหรือหลักที่
ตองการเปลี่ยนนั้น โดยการบวกสมาชิกในลำดับเดียวกันเขาดวยกัน แลวใชผลบวกแทนที่สมาชิก
เดิม (Row Operation) แลวดีเทอรมิแนนทของเมทริกซใหมจะเทากับ det(A)

4.5 อินเวอรสการคูณของเมทริกซ

บทนิยาม 4.5.1

กำหนดให A =

a b

c d

 จะไดวา A−1 =
1

ad− bc

 d −b

−c a

 โดยที่ AA−1 = A−1A = I

หมายเหตุ

1. ถา ad− bc ̸= 0 สามารถหาอินเวอรสการคูณของเมทริกซไดเรียกเมทริกซดังกลาววานอนซิงกู
ลารเมทริกซ (non-singularmatrix)

2. ถา ad − bc = 0 ไมสามารถหาอินเวอรสการคูณของเมทริกซไดเรียกเมทริกซดังกลาววาซิงกู
ลารเมทริกซ (singularmatrix)

ตัวอยางที่ 4.15 กำหนดให A =

 4 −5

−1 1

 และ B =

 2 3

−3 −5

 จงหา (AB)−1, B−1A−1

และ (2A)−1

วิธีทำ 1. (AB)−1 =

 4 −5

−1 1

 2 3

−3 −5

−1

=

23 37

−5 −8

−1

=
1

23 · (−8)− (−5) · 37

−8 −37
5 23
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=

−8 −37
5 23


2. B−1A−1 =

 2 3

−3 −5

−1  4 −5

−1 1

−1

=

 1

−10 + 9

−5 −3
3 2

 1

4− 5

1 5

1 4


=

 5 3

−3 −2

−1 −5
−1 −4


=

−8 −37
5 23


3.

(2A)−1 =

2

 4 −5

−1 1

−1

=

 8 −10

−2 2

−1

=
1

8 · 2− (−2) · (−10)

2 10

2 8



=


−1

2
−5

2

−1

2
−2


บทนิยาม 4.5.2
ถา A เปนเมทริกซมิติ 3× 3 แลว A−1 =

1

det(A)adj(A) โดยที่ adj(A) = C(A)t

และเราเรียก adj(A) วาเมทริกซผูกพัน
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ตัวอยางที่ 4.16 กำหนดให A =


1 2 0

1 3 0

2 4 1

 จงหา A−1

วิธีทำ จากวิธีการหาโคแฟคเตอรจะไดวา C(A) =


3 −1 −2

−2 1 0

0 0 1

 ดังนั้น

adj(A) = C(A)t =


3 −2 0

−1 1 0

−2 0 1

 เราสามารถหา det(A) = 1 · C33 =

∣∣∣∣∣∣ 3 −1

−2 1

∣∣∣∣∣∣ = 5

ดังนั้น A−1 =
1

det(A)adj(A) =
1

5


3 −2 0

−1 1 0

−2 0 1

 =



3

5

−2
5

0

−1
5

1

5
0

−2
5

0
1

5



ตัวอยางที่ 4.17 ถา A =

2 1

x 5

 และ A2 − 7A =

−7 0

0 −7

 จงหาคาของ x

วิธีทำ จาก A =

2 1

x 5



จะได A2 = AA =

2 1

x 5

2 1

x 5

 =

4 + x 7

7x x+ 25



จากโจทยกำหนด A2 − 7A =

−7 0

0 −7



จะได
4 + x 7

7x x+ 25

− 7

2 1

x 5

 =

−7 0

0 −7
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4 + x 7

7x x+ 25

−
14 7

7x 35

 =

−7 0

0 −7


x− 10 0

0 x− 10

 =

−7 0

0 −7


จากการเทากันของเมทริกซ จะไดวา x− 10 = −7 นั่นคือ x = 3

ตัวอยางที่ 4.18 กำหนดให A =

1 2

0 1

 แลวคาของ det(A + A2 + A3 + ... + A50) เทากับ

เทาไร

วิธีทำ จาก A =

1 2

0 1



จะได A2 = AA =

1 2

0 1

1 2

0 1

 =

1 4

0 1



A3 = A2A =

1 4

0 1

1 2

0 1

 =

1 6

0 1



A4 = A3A =

1 6

0 1

1 2

0 1

 =

1 8

0 1


... ... ...

A50 = A49A =

1 98

0 1

1 2

0 1

 =

1 100

0 1



A+ A2 + A3 + ...+ A50 =

1 2

0 1

+

1 4

0 1

+

1 6

0 1

+ ...+

1 100

0 1



=

50 2 + 4 + 6 + 8 + ...+ 100

0 50
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ดังนั้น det(A+A2+A3+...+A50) = (50)(50)−(0)(2+4+6+8+...+100)

= 2, 500− 0 = 2, 500

ตัวอยางที่ 4.19 กำหนดให a, b เปนจำนวนจริง และ A =

1 a

1 b

 , B =

1 −3
2 3


ถา (A+B)2 − 2AB = A2 +B2 แลว adj(A) เทากับเทาไร
วิธีทำ จาก (A+B)2 − 2AB = A2 +B2

(A+B)(A+B)− 2AB = A2 +B2

A2 + AB +BA+B2 − 2AB = A2 +B2

−AB +BA = 0

BA = AB (1)

แทน A =

1 a

1 b

 และ B =

1 −3
2 3

 ใน (1) จะได

1 −3
2 3

1 a

1 b

 =

1 a

1 b

1 −3
2 3


−2 a− 3b

5 2a+ 3b

 =

1 + 2a −3 + 3a

1 + 2b −3 + 3b



จากการเทากันของเมทริกซ จะได − 2 = 1 + 2a (2)
a− 3b = −3 + 3a (3)

5 = 1 + 2b (4)
2a+ 3b = −3 + 3b (5)

จาก (2) ; a = −3

2

จาก (4) ; b = 2
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ซึ่ง a = −3

2
และ b = 2 นั้นสอดคลองกับ (3) และ (5) ดวย

ดังนั้น A =

1 a

1 b

 =

1 −3

2
1 2


จะได adj(A) =

 2
3

2
−1 1


∵ ถา A =

a b

c d

 แลวจะได adj(A) =
 d −b

−c a



ตัวอยางที่ 4.20 ถา A = [aij]3×3 =


x y 0

1 2 0

−1 −x 1

 , det(A) = 1 และโคแฟกเตอรของ

a21 = −3 แลว det(A+ I) เทากับเทาไร
(
เมื่อ I เปนเมทริกซเอกลักษณขนาด 3× 3

)

วิธีทำ จาก A =


x y 0

1 2 0

−1 −x 1



จะได det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y 0

1 2 0

−1 −x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y

1 2

−1 −x

= 2x− y

โจทยกำหนดให det(A) = 1

นั้นคือ 2x− y = 1 (1)

และจาก C21(A) = (−1)2+1M21(A) = (−1)3
∣∣∣∣∣∣ y 0

−x 1

∣∣∣∣∣∣ = (−1)(y − 0) = −y

โจทยกำหนดให C21(A) = −3

นั้นคือ −y = −3

∴ y = 3 แทนคา y = 3 ใน (1) ; 2x− 3 = 1

∴ x = 2 จะได A+ I =


2 3 0

1 2 0

−1 −2 1

+


1 0 0

0 1 0

0 0 1
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=


3 3 0

1 3 0

−1 −2 2



ดังนั้น det(A+ I) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 3 0

1 3 0

−1 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 3

1 3

−1 −2

= 18− 6 = 12

ตัวอยางที่ 4.21 กำหนดให A =

1 −1
2 1

 ถา B เปนเมทริกซที่ B = 2A−1 จงหาคาของ

det(3adj(B))

วิธีทำ จาก A =

1 −1
2 1



จะได det(A) = 1 + 2 = 3

และจาก B = 2A−1

จะได det(B) = det(2A−1) = 4

(
1

det(A)

)
= 4

(
1

3

)
=

4

3

จากความรูที่วา det(adj(A)) = [det(A)]n−1 เมื่อ A มีมิติ n× n

ดังนั้น det(3adj(B)) = 32det(adj(B))

= 9 [det(adj(B))]2−1 (∵ B มีมิติ 2× 2)

= 9det(B) = 9

(
4

3

)
= 12

ตัวอยางที่ 4.22 ให x, y, z เปนคำตอบของระบบสมการเชิงเสน

a11x+ a12y + a13z = 2

a21x+ a22y + a23z = 1

a31x+ a32y + a33z = 0
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ถา


a11 a12 a13 p 1 0 0

a21 a22 a23 p 0 1 0

a31 a32 a33 p 0 0 1

 ∼

1 0 0 p 1 −1 1

0 1 0 p 0 −2 1

0 0 1 p 2 3 0


แลวคาของ x+ y + z เทากับเทาใด
วิธีทำ จากระบบสมการเชิงเสนที่กำหนดใหนำมาเขียนใหอยูในรูปสมการเมทริกซ จะได


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



x

y

z

 =


2

1

0



สมมติให A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



นั่นคือ A


x

y

z

 =


2

1

0


นำ A−1 มาคูณทางซายทั้ง 2 ขาง จะได

A−1A


x

y

z

 = A−1


2

1

0




x

y

z

 = A−1


2

1

0

 (1)

จากที่กำหนดให


a11 a12 a13 : 1 0 0

a21 a22 a23 : 0 1 0

a31 a32 a33 : 0 0 1

 ∼

1 0 0 p 1 −1 1

0 1 0 p 0 −2 1

0 0 1 p 2 3 0


เทียบกับ

[
A

... I

]
∼

[
I

... A−1

]

แสดงวา A−1 =


1 −1 1

0 −2 1

2 3 0

 นำไปแทนใน (1) จะไดวา



114


x

y

z

 =


1 −1 1

0 −2 1

2 3 0



2

1

0



x

y

z

 =


1

−2

7


นั้นคือ x = 1, y = −2 และ z = 7

ดังนั้น x+ y + z = 1 + (−2) + 7 = 6

จากเนื้อหาที่กลาวมาขางตน จะเห็นวาความหมายและความรูเบื้องตนของเมทริกซ เปนพื้นฐาน
สำคัญในการศึกษาการดำเนินการตางๆ ทั้งการบวก ลบ การคูณเมทริกซดวยสเกลาร รวมถึงการคูณ
กันของเมทริกซ นอกจากนี้ยังเปนพื้นฐานสำคัญในการศึกษา การหาอินเวอรส การคูณของเมทริกซอีก
ดวย

เมทริกซ เปนเนื้อหาทางคณิตศาสตรที่สำคัญ ใชสำหรับแกระบบสมการเชิงเสน รวมถึงการแก
ปญหาทางคอมพิวเตอร แตการจะนำไปใชไดนั้น จะตองศึกษาการดำเนินการตางๆ ของเมทริกซ การ
หาดีเทอรมิแนนท ไมเนอร โคแฟคเตอร แอดจอย จนไดเมทริกซอินเวอรส แลวนำไปดำเนินการแก
ปญหา ดังนั้นบทนี้จะมีประโยชนมาก โดยเฉพาะสาขาวิชาทางดานคอมพิวเตอร รวมถึงผูตองการศึกษา
ทางการแกปญหาเชิงเสนโดยเฉพาะ
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แบบฝกหัดทายบท

1. กำหนดให A =


1 −1 3

2 −4 6

4 −2 5

 , B =


4 −2 4

0 1 2

6 −4 −1

 และ C = 2A +
1

2
B แลวจงหา

คาของแตละขอตอไปนี้

1.1 C13 + C31

1.2 C21 + C23

2. ถา A เปนเมทริกซขนาด 2×2 และ 3A+

1 0

2 1

 =

2− 3

−1 −2

 จงหาผลบวกของสมาชิก

ทั้งหมดของ (A+ I2)

3. กำหนดให A =

 1 2

−1 3

 และ B =

−3 −1
4 2

 จงหาเมทริกซ X แตละขอตอไปนี้

3.1 X + 2B = A

3.2 2X − A = 3B

4. กำหนดให A =

 2 −6

−2 4

 จงหาเมทริกซ X ที่ทำให 2(A+X) =
1

2
A

5. กำหนดให A =


1 0 1

2 0 3

3 2 1

 และ B =


0 1 5 2

1 2 0 2

2 4 1 2

 ถา AB = C แลวจงหาคาของ

C23 + C34

6. กำหนดให A =


12 2

2 1 2

2 2 1

 จงหาเมทริกซ A2 − 4A− 5I

7. กำหนดให A =


x −1 x2

y2 1 3

3 x2 y

 และ B =


−1 0 2

0 1 2

2 2 1

 และ A + At = 2B แลว จง

หาคาของ x+ y
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8. กำหนดให A =

3 4

2 3

 , B =

3 4

2 3

 และ X =

a b

c d

 ถา AX + B = A จงหา

b+ c

9. จงหาคา x จากสมการเมตริกซในแตละขอตอไปนี้

9.1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 1

−1 2 −1

x 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

9.2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
x −3 x

1 1 0

x −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

10. ให a, b, c เปนจำนวนจริงใดๆ และ A =


a −1 0

b 1 1

c 1 −1

 ถา C12(A) = 1 และ det(A) =

−5 จงหาคาของ a

11. กำหนดให A =


1 1 2

1 2 1

1 2 3

 และ B =


1 −1 1

0 1 2

0 5 −3

 จงหาคาของ

11.1 det(Atadj(B))

11.2 det(BAtadj(A))



117

เอกสารอางอิง

คณิต มงคลพิทักษสุข. (2548). คณิตศาสตร O-NET&A-NET. กรุงเทพฯ : สำนักพิมพ
SCIENCE CENTER (ธรรมบัณฑิต)

ทรงวิทย สุวรรณธาดา. (2544). คณิตศาสตรพื้นฐาน ม.4 (กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร).
กรุงเทพฯ : สำนักพิมพแม็ค

กนกวลี อุษณกรกุล, รณชัย มาเจริญทรัพย. (2553). คณิตศาสตรเพิ่มเติม เลม 1. กรุงเทพฯ
: สำนักพิมพเดอะบุคส

ทรงวิทย สุวรรณธาดา. (2555). 1001 TESTS MATHS. กรุงเทพฯ : สำนักพิมพแม็ค
พิพัฒนพงศ ศรีวิศร. (2553). คณิตศาสตรพื้นฐาน เลม 1.กรุงเทพฯ : สำนักพิมพเดอะบุคส
สุภา สุจริตพงศ. (2529). สมและอสมการ. สารานุกรมไทยสำหรับเยาวชนไทยโดยพระราช

ประสงคในพระบาทสมเด็จพระเจาอยูหัว
ยุวนิตย หงษตระกูล และคณะ. (2539). คณิตศาสตรกับการตัดสินใจ. เชียงใหม : สถาบัน

ราชภัฏเชียงใหม
สุนทร แสวงผล และ กอสุข วีระถาวร. (2541). เรขาคณิตวิเคราะห.กรุงเทพฯ : สำนักพิมพ

มหาวิทยาลัยรามคำแหง



.



แผนบริหารการสอนประจำบทที่ 5

เนื้อหาประจำบท
1. สมบัติของจำนวนจริง
2. สมบัติความบริบูรณหรือสัจพจนการมีคาขอบเขตบนนอยสุด
3. ทฤษฎีบทเศษเหลือ และตัวประกอบ
4. การไมเทากันของจำนวนจริงและอสมการ
5. คาสัมบูรณ (Absolute value)

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม
1. จำแนกจำนวนจริงที่กำหนดให และยกตัวอยางจำนวนตรรกยะ จำนวนอตรรกยะ จำนวนเต็ม

และจำนวนนับได
2. หารากที่สองและรากที่สามของจำนวนเต็มโดยการแยกตัวประกอบและนำไปใช ในการแก

ปญหา พรอมทั้งตระหนักถึงความสมเหตุสมผลของคำตอบ
3. บอกความเกี่ยวของของจำนวนจริงจำนวนตรรกยะและจำนวนอตรรกยะ ได
4. ใชวิธีการที่หลากหลายแกปญหาได
5. ใชความรู ทักษะ และกระบวนการทางคณิตศาสตร และเทคโนโลยีในการแกปญหาใน สถานการณ

ตาง ๆ ไดอยางเหมาะสม

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจำบท
1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปนี้พรอมทั้งเปดโอกาสใหซักถาม

1.1 สมบัติของจำนวนจริง
1.2 สมบัติความบริบูรณหรือสัจพจนการมีคาขอบเขตบนนอยสุด
1.3 ทฤษฎีบทเศษเหลือ และตัวประกอบ
1.4 การไมเทากันของจำนวนจริงและอสมการ
1.5 คาสัมบูรณ (Absolute value)

2. ใหนักศึกษาทำกิจกรรมตอไปนี้
2.1 ศึกษาขอมูลจากสื่ออิเล็กทรอนิกส
2.2 ทำแบบฝกหัดที่กำหนดให

สื่อการเรียนการสอน
1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตางๆ
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2. Slide Presentation

การวัดผลและการประเมินผล
1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความตั้งใจ การฟง การจดบันทึก การโตตอบและการ

ซักถาม
2. แบบทดสอบ
3. ใบงานที่ใหทำ
4. การมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน



บทที่ 5
จำนวนจริง

จำนวนที่มนุษยคิดขึ้นใชครั้งแรกเปนจำนวนที่ใช นับสิ่งของตางๆ เรียกวา จำนวนธรรมชาติ
(Natural Number) หรือจำนวนนับ (Counting Number) ไดแก 1, 2, 3, 4, . . . ซึ่งสัญลักษณแทนเซต
ของจำนวนนับ คือ N = {1, 2, 3, 4, . . .} หากนำจำนวนเหลานี้มา บวกหรือคูณกัน ผลลัพธยอมเปน
จำนวนนับเสมอ เรียกวา “เซต ของจำนวนนับมี สมบัติปด สำหรับการบวกและการคูณ” (คำวา สมบัติ
ปด หมายความวา เมื่อนำ สมาชิกใดๆ ในเซตมาดำเนินการแลว ผลที่ไดยังคงเปนสมาชิกของเซตนั้น
เชนเดิม) แตหากนำจำนวนนับ บางจำนวนมาลบหรือหารกันจะมีปญหาขัดของเนื่องจากผลที่ไดไมเปน
จำนวนนับ ดวยเหตุนี้จำนวนลบ จำนวนศูนย รวมทั้งจำนวน เศษสวน (Fraction) จึงถูกคิดขึ้นมาใช ซึ่ง
สามารถจำแนกไดตามแผนผัง

รูปที่ 5.1 แสดงแผนผังการสรางจำนวนจริงจากจำนวนตางๆ

จากแผนผังจะเห็นวาจำนวนจริงเกิดจากจำนวนตางๆ ซึ่งมีความหมาย ดังนี้

1. จำนวนตรรกยะ (Rational numbers ) คือ จำนวนที่สามารถเขียนไดในรูป a

b
เมื่อ a และ b

เปนจำนวนเต็มและ b ̸= 0 เชน 3

4
, 0.25, 0.3 เปนตน สามารถจำแนกไดเปน 2 ประเภท คือ

1.1 เศษสวนที่ไมใชจำนวนเต็ม เชน 3

4
, 0.54, 1.5, 0.25 =

25

100
=

1

4
และ 1.5 = 1

5

9
เปนตน
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1.2 จำนวนเต็ม (Integers) ไดแก 1,−4, 5, 6,−5 จำนวนเต็มแตละจำนวนสามารถเขียนใน
รูป a

b
เมื่อ a คือจำนวนเต็มตัวนั้นและ b = 1 เชน 4 =

4

1
แบงเปน จำนวนเต็มบวก

ไดแก 1, 2, 3, 4, . . . จำนวนเต็มลบ ไดแก −1,−2,−3,−4, . . . และจำนวนเต็มศูนย
(Zero) ไดแก 0

2. จำนวนอตรรกยะ (Rational numbers ) คือ จำนวนจริงทีไมใชจำนวนตรรกยะ เชน
√
2,
√
3,
√
7, 2.73773777377773 . . . เปนตน

3. จำนวนจริง คือ จำนนตรรกยะรวมกับจำนวนอตรรกยะ

ขอสังเกต

1. √25, 3
√
−8 เปนจำนวนตรรกยะเพราะวา √25 = 5, 3

√
−8 = −2

2. n
√
x เมื่อ n เปนเลขคูบวกและ x < 0 ไม เปนจำนนวนจริง เชน √−4, 4

√
−16 ไม เปน

จำนวนจริง แตถา x < 0 และ n เปนเลขคี่บวก n
√
x จะเปนจำนวนจริง เชน 3

√
−8, 3
√
−4, 3
√
−16

เปนจำนวนจริง

3. n
√
xn = |x| เมื่อ n เปนเลขคูบวก เชน

√
(−5)2 = | − 5| = 5

4. n
√
xn = x เมื่อ n เปนเลขคี่บวก เชน 3

√
(−5)3 = −5

5.1 สมบัติของจำนวนจริง

นอกจากสมบัติปดซึ่งไดรูจักแลว ระบบจำนวนจริงยังมีสมบัติอีกหลายลักษณะที่ควรทราบ
เนื่องจากเปนพื้นฐานที่จำเปนสำหรับวิชาคณิตศาสตร

สมบัติการเทากันของจำนวนจริง

1. สมบัติสะทอน (Reflexivity) ถา เปนจำนนวนจริงใดๆแลว a = a

2. สมบัติสมมาตร (Symmetry) กำหนดให a และ b เปนจำนวนจริงใดๆ ถา a = b แลว b = a

3. สมบัติถายทอด (Transitivity) กำหนดให a, b และ c เปนจำนวนจริงใดๆ ถา a = b และ b = c

แลว a = c

4. สมบัติการบวกดวยจำนวนที่เทากัน กำหนดให a, b และ c เปนจำนวนจริงใดๆ ถา a = b แลว
a+ c = b+ c
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5. สมบัติการคูณดวยจำนวนที่เทากัน กำหนดให a, b และ c เปนจำนวนจริงใดๆ ถา a = b แลว
ac = bc

สมบัติการบวกและการคูณในระบบจำนวนจริง

1. สมบัติปด (Closed) ถา a และ b เปนจำนวนจริงใดๆแลว

1.1 สมบัติปดภายใตการบวก a+ b เปนจำนวนจริง

1.2 สมบัติปดภายใตการคูณ ab เปนจำนวนจริง

2. สมบัติการสลับที่ (Commutativity) ถา a และ b เปนจำนวนจริงใดๆ แลว

2.1 สมบัติการสลับที่การบวก a+ b = b+ a

2.2 สมบัติการสลับที่การคูณ ab = ba

3. สมบัติการเปลี่ยนหมู (Assosiativity) ถา a, b และ c เปนจำนวนจริงใดๆแลว

3.1 สมบัติการเปลี่ยนหมูการบวก (a+ b) + c = a = (b+ c)

3.2 สมบัติการเปลี่ยนหมูการคูณ (ab)c = a(bc)

4. สมบัติการมีเอกลักษณ (identity element)

4.1 สมบัติการมีเอกลักษณการบวก (Additive identity) จะมีจำนวนจริงจำนวนหนึ่ง คือ 0

ซึ่งทำให 0 + a = a = a + 0 โดยที่ a เปนจำนวนจริงใดๆ และเรียก 0 วา เอกลักษณ
การบวกของจำนวนจริง

4.2 สมบัติการมีเอกลักษณการคูณ (Multiplicative identity) จะมีจำนวนจริงจำนวนหนึ่ง
คือ 1 ซึ่งทำให 1a = a = a1 โดยที่ a เปนจำนวนจริงใดๆ และเรียก 1 วา เอกลักษณ
การคูณของจำนวนจริง

5. สมบัติการมีอินเวอรส (inverse element)

5.1 สมบัติการมีอินเวอรสการบวก ถา a เปนจำนวนจริงใดๆ จะมีจำนวนจริง −a ซึ่งทำให
a+ (−a) = 0 = (−a) + a และเรียก −a วา “อินเวอรสสำหรับการบวกของ a”

5.2 สมบัติการมีอินเวอรสการคูณ ถา a เปนจำนวนจริงใดๆ ที่ไมเทากับ 0 จะมีจำนวนจริง
a−1 ซึ่งทำให aa−1 = 1 = a−1a และเรียก a−1 วา “อินเวอรสสำหรับการคูณของ a”

6. สมบัติการแจกแจง (Distributivity) กำหนดให a, b และ c เปนจำนวนจริงใดๆ จะไดวา a(b+
c) = ab+ ac และ (a+ b)c = ac+ bc
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7. สมบัติไตรวิภาค (Trichotomy) ถา a เปนจำนวนจริงใดๆ แลว a จะตองเปนอยางใดอยางหนึ่ง
ใน 3 ขอตอไปนี้ a < 0 หรือ a = 0 หรือ a > 0

บทนิยาม 5.1.1
กำหนดให a และ b เปนจำนวนจริงใดๆ เราจะสามารถนิยามการลบและการหารจำนวนจริง ดังนี้

1. a− b = a+ (−b)

2. a
b
= a(b−1) โดยที่ b ̸= 0

จากสมบัติการเทากันของจำนวนจริง และสมบัติเกี่ยวกับการบวกและการคูณจำนวนจริงที่กลาวมา
ทำใหเกิดทฤษฎีบทตางๆ ที่นาสนใจดังตอไปนี้

ทฤษฎีบท 5.1.1
กำหนดให a, b และ c เปนจำนวนจริงใดๆ

1. ถา a+ c = b+ c แลว a = b (กฎการตัดออกทางขวาของการบวก)
2. ถา c+ a = c+ b แลว a = b (กฎการตัดออกทางซายของการบวก)
3. ถา ac = bc แลว a = b (กฎการตัดออกทางขวาของการคูณ)
4. ถา ca = cb แลว a = b (กฎการตัดออกทางขวาของการคูณ)
5. a0 = 0 = 0a

6. (−1)a = −a = a(−1)

7. ถา ab = 0 แลว a = 0 หรือ b = 0

8. a(−b) = −ab = (−a)b

9. (−a)(−b) = ab

10. (a−1)−1 = a เมื่อ a ̸= 0

11. (ab)−1 = a−1b−1 เมื่อ a ̸= 0 และ b ̸= 0

ตัวอยางที่ 5.1 กำหนดให x ∗ y = x + y + 5 เมื่อ x และ y เปนจำนวนจริงใดๆ จงหาอินเวอร
สของการ ∗ ของ 8
วิธีทำ จากการนิยาม ∗ สังเกตวา x ∗ y = y ∗ x

ดังนั้นเราพิจารณาขางเดียวก็เพียงพอ
กำหนดให e และ z เปนจำนวนจริงใดๆ โดยที่ e ∗ z = z = z ∗ e

จาก z = e ∗ z = e+ z + 5

จะไดวา e = −5
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ดังนั้นเอกลักษณของ ∗ คือ −5
ตอไปเราจะดำเนินการหาอินเวอรส 8 ภายใตการดำเนินการ ∗
สมมติใหอินเวอรสที่ตองการ คือ m

จะไดวา 8 +m+ 5 = 8 ∗m = −5

ดังนั้น m = −18

นั่นคืออินเวอรสของ 8 ภายใตการดำเนินการ ∗ คือ −18

ตัวอยางที่ 5.2 กำหนดให x ∗ y =
x · y
2

เมื่อ x และ y เปนจำนวนจริงใดๆ จงหาอินเวอรสของ
การ ∗ ของ 6
วิธีทำ จากการนิยาม ∗ สังเกตวา x ∗ y = y ∗ x

ดังนั้นเราพิจารณาขางเดียวก็เพียงพอ
กำหนดให e และ z เปนจำนวนจริงใดๆ โดยที่ e ∗ z = z = z ∗ e

จาก z = e ∗ z =
e · z
2

จะไดวา e = 2

ดังนั้นเอกลักษณของ ∗ คือ 2

ตอไปเราจะดำเนินการหาอินเวอรส 6 ภายใตการดำเนินการ ∗
สมมติใหอินเวอรสที่ตองการ คือ m

จะไดวา 6 ·m
2

= 6 ∗m = 2

ดังนั้น m =
2

3

นั่นคืออินเวอรสของ 6 ภายใตการดำเนินการ ∗ คือ 2

3

5.2 สมบัติความบริบูรณหรือสัจพจนการมีคาขอบเขตบนนอยสุด
(The Axiom of Completeness)

กอนกลาวถึงสมบัติความบริบูรณจะกลาวถึง บทนิยามของคาขอบเขตบนกอน

บทนิยาม 5.2.1
ให A ⊂ R จำนวนจริง c จะเปนคาขอบเขตบนของ A ก็ตอเมื่อ c มีคาไมนอยกวาสมาชิก
แตละตัวของ A ถาหา c ได เรียก A วาเปนเซตที่มีขอบเขตบน (Upper bound)
บทนิยาม 5.2.2
ให B ⊂ R จำนวนจริง d เปนคาขอบเขตลางของ B ก็ตอเมื่อ d มีคาไมมากกวาสมาชิก
แตละตัวของ B ถาหา d ได เรียก B วาเปนเซตที่มีขอบเขตลาง (Lower bound)
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ตัวอยางที่ 5.3 กำหนดให A = {1, 3, 5, 7} ⊂ R

คาขอบเขตบนของ A คือ [7,∞) เพราะวาจำนวนจริงเหลานี้ไมนอยกวา 1, 3, 5, 7
คาขอบเขตลางของ A คือ (−∞, 1] เพราะวาจำนวนจริงเหลานี้ไมมากกวา 1, 3, 5, 7

บทนิยาม 5.2.3
ถา A ⊂ R และ A มีคาขอบเขตบนแลว A มีคาขอบเขตบนนอยที่สุด
บทนิยาม 5.2.4
ถา B ⊂ R และ B มีคาขอบเขตลางแลว B มีคาขอบเขตลางมากที่สุด

จากตัวอยางที่ผานมา เซตขอบเขตบนของ A คือ [7,∞) ดังนั้นคาขอบเขตบนนอยที่สุดคือ 7

และเซตขอบเขตลาง A คือ (−∞, 1] ดังนั้นคาขอบเขตลางมากที่สุดคือ 1 จะเห็นวาขอบเขตบนและ
ขอบเขตลางเปนเซต แตคาขอบเขตบนนอยที่สุด (least upper bound) และขอบเขตลางมากที่สุด
(greatest lower bound) มีเพียงคาเดียวเทานั้น

ขอสังเกต

1. คาขอบเขตบนนอยที่สุดของเซตใด อาจจะเปนสมาชิกของเซตนั้นหรือไมใชสมาชิกของเซตนั้น
ก็ได ในทำนองเดียวกัน คาขอบเขตบนมากที่สุดของเซตใด อาจจะเปนสมาชิกของเซตนั้นหรือไมใช
สมาชิกของเซตนั้นก็ได

2. เซตใดๆ อาจไมมีทั้งขอบเขตบนและขอบเขตลางหรือมีขอบเขตบนอยางเดียวหรือขอบเขตลาง
อยางเดียวหรือมีทั้งขอบเขตบนและขอบเขตลางก็ได

5.3 ทฤษฎีบทเศษเหลือ และตัวประกอบ

พหุนามตัวแปรเดียว ที่มี x เปนตัวแปร จะอยูในรูป anx
n+an−1x

n−1+ · · ·+a1x+a0

โดยที่ ai เปนคาคงที่ (สัมประสิทธิ์) และ n เปนจำนวนนับ นิยมใชสัญลักษณแทนพหุนามวา p(x)

นอกจากนั้น สัญลักษณ p(c) หมายถึงการแทนคาของ x ดวยจำนวน c เชน p(x) = 4x3−x2−2x+6

จะไดวา p(−1) = 4(−1)3−(−1)2−2(−1) + 6 = 3

การแกสมการพหุนามที่มีตัวแปรเดียว คือ anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 = 0

จะตองแยกตัวประกอบใหสมการอยูในรูปผลคูณเทากับศูนย โดยมีเทคนิควิธีการตางๆ ที่ศึกษาผานมา
ไดแก กำลังสอง สมบูรณ ผลตางของกำลังสอง ผลบวกและผลตางของกำลังสาม เปนตน แตสำหรับ
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สมการที่มีดีกรีมากกวาสอง ทฤษฎีบทตอไปนี้ชวยใหแยกตัวประกอบสะดวกขึ้น

ทฤษฎีบท 5.3.1
ถาหาร p(x) ดวย x–c แลว จะเหลือเศษเทากับ p(c) และหากการหารนี้เหลือเศษ 0 พอดี จะ
กลาววา x–c เปนตัวประกอบของ p(x) นั่นคือ “พหุนาม p(x) จะมี x–c เปนตัวประกอบ ก็ตอ
เมื่อ p(c) = 0”

ตัวอยางที่ 5.4 จงหาเศษจากการหารตอไปนี้

1. x2 − 6x+ 8 หารดวย x− 1

2. x2 − 6x+ 8 หารดวย x+ 1

3. 8x2 + 10x+ 3 หารดวย 2x− 3

4. 8x2 + 10x+ 3 หารดวย 2x+ 3

วิธีทำ

1. x2 − 6x+ 8 หารดวย x− 1 จะมีเศษเทากับ (1)2 − 6(1) + 8 = 3

2. x2 − 6x+ 8 หารดวย x+ 1 จะมีเศษเทากับ (−1)2 − 6(−1) + 8 = 15

3. 8x2 + 10x+ 3 หารดวย 2x− 3 จะมีเศษเทากับ 8(
3

2
)2 + 10(

3

2
) + 3 = 36

4. 8x2 + 10x+ 3 หารดวย 2x+ 3 จะมีเศษเทากับ 8(−3

2
)2 + 10(−3

2
) + 3 = 6

ตัวอยางที่ 5.5 จงแสดงวา x–3 เปนตัวประกอบของ x3 − 2x2 − 5x + 6 และแยกตัวประกอบของ
x3 − 6x2 + 11x− 6

วิธีทำ

1. จาก (3)3 − 2(3)2 − 5(3) + 6 = 0 ดังนั้น x–3 เปนตัวประกอบของ x3 − 2x2 − 5x+ 6

2. จาก (3)3 − 6(3)2 + 11(3)− 6 = 0, (2)3 − 6(2)2 + 11(2)− 6 = 0 และ
(1)3− 6(1)2 +11(1)− 6 = 0 ดังนั้น x3− 6x2 +11x− 6 = (x− 3)(x− 2)(x− 1)

ตัวอยางที่ 5.6 กำหนดให f(x)= x3 + kx2 +mx + 4 เมื่อ k และ m เปนคาคงตัว ถา x− 2 เปน
ตัวประกอบหนึ่งของ f(x)และเมื่อนำ x+1 ไปหาร f(x) ไดเศษ 3 แลวคาสัมบูรณของ k+m เทากับ
เทาไร
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วิธีทำ จากทฤษฎีบทเศษเหลือที่วา เศษที่ไดจากการหาร p(x) ดวย x− c เทากับ p(c)

และจากทฤษฎีบทตัวประกอบที่วา x− c เปนตัวประกอบของ p(x) ก็ตอเมื่อ p(c) = 0

จาก f(x) = x3 + kx2 +mx+ 4

และ x− 2 เปนตัวประกอบหนึ่งของ f(x)
จะได f(2) = 0

(2)3 + k(2)2 +m(2) + 4 = 0

4k + 2m = −12

2k +m = −6 ..........(1)
และ x+ 1 ไปหาร f(x) ไดเศษเหลือ 3

จะได f(-1) = 3
(−1)3 + k(−1)2 +m(−1) + 4 = 3

k −m = 0 ..........(2)
(1) + (2) ; 3k = −6

k = −2

แทนคา k = −2 ใน (2) จะได m = −2

ดังนั้น |k +m| = | − 2− 2| = 4

ตัวอยางที่ 5.7 ให p เปนจำนวนเฉพราะบวก และ m,n เปนจำนวนเต็ม ถา x+3 หาร x3 +mx2 +

nx = p ลงตัว และ x−1 หาร x3 = mn2+nx = p เหลือเศษ 4 แลว m และ n มีคาเทากับเทาไร
วิธีทำ ใหf(x) = x3 +mn2 + nx+ p

จากโจทยกำหนดวา x+ 3 หาร f(x) ลงตัว
จากทฤษฏีบทเศษเหลือ จะไดวา

f(−3) = 0

(−3)3 +m(−3)2n(−3) + p = 0

9m− 3n+ p = 27 ..........(1)
จากโจทยกำหนดวา x− 1 หาร f(x) เหลือเศษ 4
จากทฤษฎีบทเศษเหลือ จะไดวา

f(1) = 4

(1)3 +m(1)2 + n(1) + p = 0

m+ n+ p = 3 ..........(2)
จาก (1); p = 27− 9m+ 3n = 3(9− 3m+ n)

แตโจทยกำหนดให p เปนจำนวนเฉพาะบวก จึงสรุปไดวา p = 3 เทานั้น
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แทนคา p = 3 ใน (1) และ (2) ดังนี้
จาก (1); 9m− 3n+ p = 27

3m− n = 8 ..........(3)
จาก (2); m+ n+ p = 3

m+ n = 0 ..........(4)
(3) + (4); 4m = 8

∴ m = 2

แทนคา m = 2 ใน(4); 2 + n = 0

∴ n = −2

ตัวอยางที่ 5.8 กำหนดให S =
{
x|x

3 + 5x2 − 5x− 1

x2 + x− 2
= 0

}
จงหาผลบวกของสมาชิกทั้งหมด

ในเซต S

วิธีทำ พิจารณาสมการ x3 + 5x2 − 5x−1

x2 + x− 2
= 0

จะได x3 + 5x2 − 5x− 1 = 0 และ x2 + x− 2 ̸= 0

(x3 − 1) + (5x2 − 5x) = 0 และ(x+ 2)(x− 1) ̸= 0

(x− 1)(x2 + x+ 1) + 5x(x− 1) = 0 และ x ̸= −2 และ x ̸= −1

(x− 1)(x2 + x+ 1 + 5x) = 0

(x− 1)(x2 + 6x) + 1) = 0

x− 1 = 0 หรือ x2 + 6x+ 1 = 0

x = 1 หรือ x =
−6±

√
62 − 4(1)(1)

2(1)
= −3± 2

√
2

แตจาก x ̸= 1 จึงไดวา x = −3 + 2
√
2,−3− 2

√
2

ดังนั้น S = {−3 + 2
√
2,−3− 2

√
2}

ซึ่งมีผลบวกของสมาชิกในเซต S เทากับ (−3 + 2
√
2) + (−3− 2

√
2) = −6

5.4 การไมเทากันของจำนวนจริงและอสมการ
ทฤษฎีบท 5.4.1
กำหนดให a, b เปนจำวนจริงใดๆ

1. ถา a > b แลว a− b > 0

2. ถา a < b แลว a− b < 0

สมบัติของการไมเทากันของจำนวนจริง

1. ถา a > b และ b > c แลว a > c (สมบัติถายทอด)
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2. ถา b > a แลว a+ c > b+ c (สมบัติการบวกดวยจำนวนที่เทากัน)

3. ถา a > b และ a > 0 แลว ac > bc ในทำนองเดียวกัน ถา a > b และ c < 0 แลว ac < bc

(สมบัติการคูณดวยจำนวนที่เทากัน)

สมบัติที่กลาวมาทั้งสามขอ เปนทฤษฎีบทของการไมเทากันของจำนวนจริงก็ยังมีทฤษฎีบท
อื่น ๆ อีกที่สำคัญที่จะกลาวตอไป

ทฤษฎีบทที่สำคัญเกี่ยวกับอสมการ

กำหนดให a, b, c และ d เปนจำนวนจริงใดๆ

1. ถาa > b และ c > d แลว a+ c > b+ d

2. ถา a+ c > b+ c แลว a > b

3. ถา ac > bc และ c > 0 แลว a > b ในทำนองเดียวกัน ถา ac > bc และ c < 0 แลว a < b

4. ถา 0 < a < b และ 0 < c < d แลว ac < bd ในทำนองเดียวกัน ถา a < b < 0 และ
c < d < 0 แลว ac > bd

5. ถา 0 < a < b แลว a2 < b2

6. ถา a < b < 0 แลว a2 > b2

7. ถา 0 < a < b แลว 1

b
<

1

a
และ ถา a < b < 0 แลว 1

b
<

1

a

ตัวอยางที่ 5.9 กำหนดให a, b, c และ d เปนจำนวนจริงใดๆ จงพิจารณาแตละขอตอไปนี้ถูกหรือผิด
เพราะเหตุใด

1. ถา a > b และ c > d แลว a− c > b− d

2. ถา a > b และ c > d แลว a− d > b− c

วิธีทำ

1. ผิด เพราะวาถากำหนดให a = 3, b = 2, c = 3 และ d = 1 จะไดวา a > b และ c > d

พิจารณา 0 = a− c > b− d = 1 ขัดแยง

2. ถูก เพราะถากำหนดให a > b และ c > d แลว a − b > 0 และ c − d > 0 ดังนั้น
(a− b) + (c− d) > 0 นั่นคือ (a− d)− (b− c) > 0 โดยนิยามจะไดวา a− d > b− c
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เมื่อ a, b เปนจำนวนจริง และ a < b เราสามารถอธิบายชวงของจำนวนจริงแบบตางๆ โดย
ใชเซตและเสนจำนวน ดังนี้

1. ชวงเปด (open interval) คือ (a, b) = {x|a < x < b} สามารถแทนบนเสนจำนวนไดดังนี้

2. ชวงปด (closed interval) คือ [a, b] = {x|a 6 x 6 b} สามารถแทนบนเสนจำนวนไดดังนี้

3. ชวงครึ่งเปด (left-open, right-closed) คือ (a, b] = {x|a < x 6 b} สามารถแทนบนเสน
จำนวนไดดังนี้

4. ชวงครึ่งเปด (left-closed, right-open) คือ [a, b) = {x|a 6 x < b} สามารถแทนบนเสน
จำนวนไดดังนี้

5. ชวง [a,∞) (left-closed) คือ [a,∞) = {x|a 6 x} สามารถแทนบนเสนจำนวนไดดังนี้

6. ชวง (a,∞) (left-open) คือ (a,∞) = {x|a < x} สามารถแทนบนเสนจำนวนไดดังนี้

7. ชวง (−∞, a] (right-closed) คือ (−∞, a] = {x|x 6 a} สามารถแทนบนเสนจำนวนได
ดังนี้
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8. ชวง (−∞, a) (right-open) คือ (−∞, a) = {x|x < a} สามารถแทนบนเสนจำนวนได
ดังนี้

ตัวอยางที่ 5.10 กำหนดให A = (3, 8) และ B = (6, 10) จงหา A ∪B,A ∩B และ A−B

วิธีทำ A ∪B = (3, 10), A ∩B = (6, 8) และ A−B = (3, 6)

สมการ (Equation) คือประโยคที่มีตัวแปรและกลาวถึงการเทากัน การแกสมการ คือการ
หาคาของตัวแปรที่ทำใหประโยคนั้นเปนจริง อาจกลาววาเปนการหา เซตคำตอบของสมการหรือการ
หารากของสมการก็ได สวนอสมการ (Inequality) คือประโยคที่มีตัวแปรและกลาวถึงการไม เทากัน
การแกอสมการ ก็คือการหาคาของตัวแปรที่ทำใหประโยคนั้น เปนจริง ซึ่งอาจกลาววาเปนการหาเซต
คำตอบของอสมการก็ไดเชนกัน การแกอสมการนั้นมีขอควรระวัง ดังนี้

1. การตัดออกสำหรับการบวกและลบ ทำไดเสมอ

2. การคูณหรือการหารทั้งสองขางของอสมการ ตองระวังเรื่องของการเปลี่ยนเครื่องหมาย ถานำ
จำนวนลบ คูณหรือหารทั้งสองขางของอสมการ ตองกลับดานเครื่องหมาย

3. การกลับเศษเปนสวน การยกกำลังสองทั้งสองขาง ถาไมจำเปนไมควรทำ

การแกอสมการกำลังหนึ่ง ทำเหมือนการแกสมการกำลังหนึ่ง แตตองระวังการยายขางของ
จำนวนลบ จากคูณไปหารหรือจากหารไปคูณ เครื่องหมายของอสมการตองกลับกัน

ตัวอยางที่ 5.11 จงแกอสมการ 2x− 3

4
− x

3
>

5x+ 3

12
− 1

วิธีทำ นำ 12 คูณตลอดทั้งอสมการ จะไดวา 3(2x− 3)− 4x > 5x+ 3− 12

นั่นคือ 6x− 18− 4x > 5x− 9

ดังนั้น 2x− 18 > 5x− 9

ยายขางของอสมการ −3x > 9

นำ −3 หารตลอดทั้งอสมการ เครื่องหมายกลับขางจะไดคำตอบเปน x < −3

ตัวอยางที่ 5.12 จงแกสมการสมการ 7 < 5x− 2 < 17

วิธีทำ นำ 2 บวกตลอดทั้งอสมการ 7 + 2 < 5x− 2 + 2 < 17 + 2

ดังนั้น 9 < 5x < 19
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นั่นคือ 9

5
< x <

19

5

การแกอสมการกำลังมากกวาหนึ่ง ตองอาศัยการแยกตัวประกอบและใชหลักจำนวนบวกคูณ
กันเปนจำนวนบวก จำนวนลบคูณกันเปนจำนวนบวก แตจำนวนบวกคูณจำนวนลบ หรือจำนวนลบคูณ
บวกจะไดจำนวนลบ

ตัวอยางที่ 5.13 จงหาเซตคำตอบของอสมการ x2 + 2x− 15 < 0

วิธีทำ

1. แยกตัวประกอบแลวสังเกตแตละวงเล็บใหมีสัมประสิทธิ์ของ x เปนจำนวนบวก

(x+ 5)(x− 3) < 0

2. วาดเสนจำนวนและใสจุดซึ่งเปนคำตอบหรือจุดซึ่งทำใหไดคาศูนยลงไป

3. เริ่มใสเครื่องหมายจากทางขวาสุดใหเปนบวกกอน แลวพิจารณาแตละวงเล็บดังนี้

3.1 ถามีกำลังคี่ เครื่องหมายทางซายและทางขวาจะตองตางกัน

3.2 ถามีกำลังคู เครื่องหมายทางซายและทางขวาจะตองเหมือนกัน

4. เลือกชวงที่ตองการ พรอมตอบชวงนั้น

ดังนั้น เซตคำตอบของอสมการ คือ [−5, 3]

ตัวอยางที่ 5.14 จงแกอสมการ (x− 1)5(x+ 2)2

x− 2
6 0

วิธีทำ
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1. แยกตัวประกอบแลวสังเกตแตละวงเล็บใหมีสัมประสิทธิ์ของ x เปนจำนวนบวก ซึ่งตัวอยางนี้ได
แยกตัวประกอบแลว หลังจากนั้นใหนำตัวสวนยกกำลังสองคูณตลอดอสมการ

(x− 2)2(x− 1)5(x+ 2)2

x− 2
6 (x− 2)2 · 0

นั่นคือ (x− 2)(x− 1)5(x+ 2)2 6 0

2. วาดเสนจำนวนและใสจุดซึ่งเปนคำตอบหรือจุดซึ่งทำใหไดคาศูนยลงไป

3. เริ่มใสเครื่องหมายจากทางขวาสุดใหเปนบวกกอน แลวพิจารณาแตละวงเล็บดังนี้

3.1 ถามีกำลังคี่ เครื่องหมายทางซายและทางขวาจะตองตางกัน

3.2 ถามีกำลังคู เครื่องหมายทางซายและทางขวาจะตองเหมือนกัน

4. เลือกชวงที่ตองการ พรอมตอบชวงนั้น แตตองระวังเครื่องหมายเทากับ หากตัวใดอยูลางคำตอบ
จะไมเปนตัวนั้น

ดังนั้น เซตคำตอบของอสมการ คือ [1, 2)

ตัวอยางที่ 5.15 ให A =
{
x|x ∈ N มี y ∈ N ที่ทำให 1

(x− 20)(y − 1)
< 0

}
ผลบวก

ของสมาชิกของเซต A เทากับเทาไร
วิธีทำ พิจารณาเซต A จากอสมการ 1

(x− 20)(y − 1)
< 0

แยกเปน 2 กรณี ดังนี้
กรณีที่ 1 x− 20 > 0 และ y − 1 < 0

จะได x > 20 และ y < 1

ซึ่งกรณีนี้ใชไมได เพราะ y < 1 ซึ่ง y ไมเปนจำนวนนับ
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กรณีที่ 2 x− 20 < 0 และ y > 1

x < 20 และ y > 1

แต โจทยกำหนดให x และ y เปนจำนวนนับ จึงไดวา x = 1, 2, 3, ..., 19 และ y =

2, 3, 4, ... แตสมาชิกในเซต A ตองการเฉพาะคาของ x เทานั้น
ดังนั้น A = 1, 2, 3, ..., 19 และ

ผลบวกของสมาชิกในเซต A = 1 + 2 + 3 + · · ·+ 19 =
19

2
(1 + 19) = 190

5.5 คาสัมบูรณ (Absolute value)

บทนิยาม 5.5.1
เมื่อ x เปนจำนวนจริงใดๆ คาสัมบูรณของ x เขียนเปน |x| และ

|x| =


x ;x > 0

0 ; x = 0

−x ; x = 0

ทฤษฎีบท 5.5.2
กำหนดให x, y เปนจำนวนจริงใดๆ

1. | x |=| –x |
2. | xy |=| x || y |
3. |x

y
| = |x|
|y|

4. | x2 |=| x |2= x2

5. | x+ y |=| x | + | y | ก็ตอเมื่อ xy ≥ 0

6. เมื่อ a > 0

6.1 | x |< a ก็ตอเมื่อ −a < x < a

6.2 | x |≤ a ก็ตอเมื่อ −a 6 x 6 a

6.3 | x |> a ก็ตอเมื่อ x > a หรือ x < −a

6.4 | x |≥ a ก็ตอเมื่อ x ≥ a หรือ x ≤ −a

7. | x |=| y | ก็ตอเมื่อ x = y หรือ x = −y

8. | x |=| y | ก็ตอเมื่อ x2 = y2

9. | x |≥| y | ก็ตอเมื่อ x2 ≥ y2

ตัวอยางที่ 5.16 จงหาเซตคำตอบของอสมการ | 5− 2x |< 13

วิธีทำ จากนิยามคาสัมบูรณ จะไดวา −13 < 5− 2x < 13
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นำ −5 บวกตลอดทั้งอสมการ จะไดวา −18 < −2x < 8

นำ −2 หารตลอดทั้งอสมการ จะไดวา −4 < x < 9

ดังนั้น เซตคำตอบของอสมการ คือ (−4, 9)

ตัวอยางที่ 5.17 ให x ∈ R โดยที่ |x| < 3 จงแสดงวา |x2 − 1| < 4|x+ 1|

วิธีทำ พิจารณา

|x2 − 1| = |(x− 1)(x+ 1)| = |x− 1||x+ 1|

≤ (|x|+ 1)|x+ 1|

< (3 + 1)|x+ 1|

= 4|x+ 1|

ตัวอยางที่ 5.18 ให x, y ∈ R จงแสดงวา ถา |x+ 1| < x+ y แลว 2x+ 1 < 2xy + y2

วิธีทำ สมมติ |x+ 1| < x+ y

จึงไดวา x+ y > 0

ดังนั้น |x+ y| = x+ y

เพราะฉะนั้น |x+ 1| < |x+ y|

จากทฤษฎีบท จะไดวา (x+ 1)2 < (x+ y)2

นั่นคือ x2 + 2x+ 1 < x2 + 2xy + y2

ดังนั้น 2x+ 1 < 2xy + y2

จากเนื้อหาที่ผานมาไดกลาวถึงสมบัติของจำนวนจริง ความบริบูรณหรือสัจพจนการมีคาขอบเขต
บนนอยที่สุด ทฤษฎีบทเศษเหลือ ตัวประกอบ การไมเทากันของจำนวนจริง ตลอดจนอสมการและ
คาสัมบูรณ ซึ่งประกอบดวยนิยามและทฤษฎีพื้นฐาน รวมถึงตัวอยางที่ไมยากเพื่อใหงายตอความเขาใจ

ระบบจำนวนจริงเปนพื้นฐานการเรียนคณิตศาสตรขั้นสูง เปนพื้นฐานในการเรียนสาขาวิชาตางๆ
เนื่องจากจำนวนจริงเปนจำนวนที่ ใชกันในชีวิตประจำวัน ทั้งจำนวนนับ จำนวนเต็ม จำนวนตรรกยะ
รวมไปถึงตัวดำเนินการตางๆของจำนวนจริง ทั้งการบวก การคูณ แคลคูลัส ฟงกชันคาจริง นอกจากนี้
ยังมีคุณสมบัติตางๆที่จะใชเปนพื้นฐานในการเรียนในรายวิชาขั้นสูงตอไปอีกดวย
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แบบฝกหัดทายบท

1. จงพิจารณาวาแตละขอตอไปนี้ถูกหรือผิด เพราะเหตุใด

1.1 เซตของจำนวนอตรรกยะมีสมบัติปดการบวก

1.2 เซตของจำนวนอตรรกยะมีสมบัติปดการคูณ

1.3 เซตของจำนวนคูมีสมบัติการมีเอกลักษณการบวก

1.4 เซตของจำนวนนับมีสมบัติการมีเอกลักษณการบวก

1.5 เซตของจำนวนตรรกยะมีสมบัติการมีอินเวอรสการคูณ

1.6 เซตของจำนวนตรรกยะที่ไมใช 0 จะมีสมบัติการมีอินเวอรสการคูณ

2. กำหนดให x ∗ y =
xy

2
จงหา อินเวอรสการดำเนินการ ∗ ของ 5 และ 4

3. จงแยกตัวประกอบของ 4x3 + 12x2 + 5x− 6

4. จงหาคา k ถา x3 + 2x2 − 5x+ k หารดวย x+ 2 เหลือเศษ 4

5. กำหนดให a, b, c และ d เปนจำนวนจริงใดๆ จงพิจารณาแตละขอตอไปนี้ถูกหรือผิดเพราะเหตุ
ใด

5.1 ถา a > b แลว a2 > b2

5.2 ถา ac > bc และ c ̸= 0 แลว a > b

5.3 ถา a ̸= 0และb ̸= 0 ถา a > b แลว 1

a
<

1

b

6. จงหาเซตคำตอบของอสมการ x2 + 2x− 15 > 0

7. จงหาเซตคำตอบของอสมการ x3 − 3x2 − 6x+ 8 > 0
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บทที่ 6
ระบบเลขฐาน

ระบบตัวเลขที่มนุษยใชกันตั้งแตอดีตจนถึงปจจุบันมีอยูสองระบบ คือ ระบบตัวเลขที่ไมมี
หลัก และระบบตัวเลขที่มีหลัก ระบบที่ใชกันอยูในปจจุบันคือระบบตัวเลขที่มีหลัก ระบบนี้เปนระบบ
ที่เราคุนเคยกันและใชกันอยูทั่วไป กลาวคือ ตำแหนงหลักของตัวเลขจะแสดงคาของตัวเลขนั้นดวยโด
ยอาศัยสัญกรณเชิงตำแหนงของหลักตางๆ ระบบเลขมีหลักที่เราคุนเคยกันก็คือจำนวนในฐานสิบ เชน
จำนวนนับ หรือตัวเลขหนาจุดทศนิยมจะมีหลักตางๆ ที่มีนัยสำคัญจากนอยไปมาก โดยพิจารณาจาก
ขวาไปซาย คือ หลักหนวย หลักสิบ หลักรอย หลักพัน หลักหมื่น เปนตน ระบบเลขไมมีหลัก คือระบบ
เลขที่ไมวาจะเขียนตัวเลขแตละตัวไวที่ตำแหนงใด คาของตัวเลขนั้นจะมีคาคงที่เสมอ ระบบไมมีหลัก
นี้ มีขอเสียที่สำคัญ ถึงแมวาจะคำนวณทางพีชคณิตพื้นฐานได แตก็ไมสะดวกเทากับระบบเลขแบบมี
หลัก ระบบเลขโรมัน เปนตัวอยางของระบบเลขไมมีหลัก ที่มนุษยคุนเคยและใชกันมาก จึงเปนตัวอยาง
ระบบเลขไมมีหลักที่นาศึกษา ในตอนนี้ผูเขียนจะอธิบายรายละเอียดตางๆ เกี่ยวกับระบบนี้ดังตอไปนี้

6.1 จำนวนในระบบโรมัน

จากที่กลาวมาแลววาระบบเลขโรมันเปนตัวอยางหนึ่งของระบบตัวเลขที่ไมมีหลักที่นาศึกษา
กอนที่จะศึกษาในเรื่องอื่นๆของระบบตองรูจักสัญลักษณพื้นฐานที่สำคัญ ซึ่งใชแทนจำนวนตางๆดังนี้

I แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หนึ่ง
V แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หา
X แทนจำนวนที่มีคาเทากับ สิบ
L แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หาสิบ
C แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หนึ่งรอย
D แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หารอย
M แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หนึ่งพัน

จำนวนที่เขียนแทนดวยสัญลักษณ ที่มีคานอยกวาไวดานหนาคาที่มีคามากกวา คาของ
จำนวนที่ไดจะมีคาเทากับจำนวนที่มีคามากลบดวยจำนวนที่มีคานอยกวา แตถาเขียนไวดานหลังจะมี
คาเทากับจำนวนที่มีคามากบวกดวยจำนวนที่มีคานอยกวา เชน
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IX เปนจำนวนที่มีคาเทากับ 10− 1 = 9

V L แทนจำนวนที่มีคาเทากับ 50− 5 = 45

XC แทนจำนวนที่มีคาเทากับ 100− 10 = 90

XII เปนจำนวนที่มีคาเทากับ 10 + 2 = 12

LV I แทนจำนวนที่มีคาเทากับ 50 + 5 + 1 = 56

CXIV แทนจำนวนที่มีคาเทากับ 100 + 10 + 4 = 114

XIIV เปนจำนวนที่มีคาเทากับ 10 + 3 = 13

LIIX แทนจำนวนที่มีคาเทากับ 50 + 8 = 58

CLXIV แทนจำนวนที่มีคาเทากับ 100 + 50 + 10 + 4 = 114

IXC แทนจำนวนที่มีคาเทากับ 100− 9 = 91

จำนวนที่มีคา เกินกวาที่ กำหนดไวตามสัญลักษณดังกลาวนี้ จะใชการขีด เสนไว เหนือ
สัญลักษณ แทนจำนวนซึ่งมีคาเทากับสัญลักษณนั้นคูณดวยหนึ่งพัน ตัวอยางเชน

I แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หนึ่งคูณหนึ่งพัน เทากับหนึ่งพัน
V แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หาคูณหนึ่งพัน เทากับหาพัน
X แทนจำนวนที่มีคาเทากับ สิบคูณหนึ่งพัน เทากับหนึ่งหมื่น
L แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หาสิบคูณหนึ่งพัน เทากับหาหมื่น
C แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หนึ่งรอยคูณหนึ่งพัน เทากับหนึ่งแสน
D แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หารอยคูณหนึ่งพัน เทากับหาแสน
M แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หนึ่งพันคูณหนึ่งพัน เทากับหนึ่งลาน
I แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หนึ่งคูณหนึ่งพันคูณหนึ่งพัน เทากับหนึ่งลาน
V แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หาคูณหนึ่งพันคูณหนึ่งพัน เทากับหาลาน
X แทนจำนวนที่มีคาเทากับ สิบคูณหนึ่งพันคูณหนึ่งพัน เทากับสิบลาน
L แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หาสิบคูณหนึ่งพันคูณหนึ่งพัน เทากับหาสิบลาน
C แทนจำนวนที่มีคาเทากับ หนึ่งรอยคูณหนึ่งพันคูณหนึ่งพัน เทากับหนึ่งรอยลาน
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ตารางที่ 6.1 แสดงสัญลักษณของเลขโรมันแบบตางๆ

เลขโรมัน เลขอารบิค คาของตัวเลข เลขโรมัน เลขอารบิค คาของตัวเลข
I 1 หนึ่ง XX 20 ยี่สิบ
II 2 สอง XXX 30 สามสิบ
III 3 สาม XL 40 สี่สิบ
IV 4 สี่ L 50 หาสิบ
V 5 หา LX 60 หกสิบ
V I 6 หก LXX 70 เจ็ดสิบ
V II 7 เจ็ด LXXX 80 แปดสิบ
V III 8 แปด XC 90 เกาสิบ
IX 9 เกา C 100 หนึ่งรอย
X 10 สิบ CC 200 สองรอย

ในระบบเลขโรมันเราสามารถดำเนินการตางๆ ผานการแปลงไปเปนเลขอารบิก เมื่อไดคำ
ตอบก็แปลงกลับมาเปนเลขโรมัน

ตัวอยางที่ 6.1 จงเขียนจำนวนเลขตอไปนี้ใหเปนเลขโรมัน 1, 325 และ 3, 567

วิธีทำ
1, 325 = 1, 000 + 300 + 20 + 5 = MCCCXXV

3, 567 = 3, 000 + 500 + 60 + 7 = MMMDLXV II

ตัวอยางที่ 6.2 จงเขียนหาผลบวกของ MXCV II และ MM

วิธีทำ
MXCV II 1097

+ +

MM 2000

ตอบ MMMXCV II 3097

6.2 ระบบตัวเลขมีหลัก

จากที่ ไดกลาวมาแลววาจำนวนในฐานสิบเปนตัวอยางหนึ่งของระบบตัวเลขมีหลักและยัง
เปนที่นิยมใชกันอยูทั้งนี้ เพราะวาการคำนวณทางพีชคณิตเบื้องตนงายกวาระบบตัวเลขไมมีหลักมาก
ระบบตัวเลขมีหลักนี้ไมใชวาเพียงแคจำนวนในฐานสิบเทานั้นแตยังมีจำนวนในฐานอื่นๆดวย ซึ่งระบบ
เลขฐานอื่นที่นิยมใชในระบบดิจิตอลมีอยู 4 ระบบ ดังตาราง
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ตารางที่ 6.2 แสดงระบบเลขฐานที่นิยมใชในระบบดิจิตอล
ระบบจำนวน จำนวนหลัก(digit)

ฐาน 2 0, 1

ฐาน 8 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

ฐาน 10 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

ฐาน 16 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A,B,C,D,E, F

1. ระบบเลขฐานสิบ (Decimal Number System) จะมีเลขฐานเปน 10 นั่นคือ จะ ใชสัญลักษณ
หรือหลักที่แตกตางกันเทากับ 10 ในการแสดงคาของตัวเลข เปนระบบเลขฐานที่คุนเคยมาก ใช
ในชีวิตประจาวันอยูตลอดเวลา ลักษณะโครงสรางของเลขฐานสิบ

3409 = 3 · (10)3 + 4 · (10)2 + 0 · (10) + 9

256.05 = 2 · (10)2 + 5 · (10) + 6 + 0 · (10)−1 + 5 · (10)−2

149.11 = 1 · (10)2 + 4 · (10) + 9 + 1 · (10)−1 + 1 · (10)−2

10409.23 = 1 · (10)4 + 0 · (10)3 + 4 · (10)2 + 0 · (10) + 9 + 2 · (10)−1 + 3 · (10)−2

1.1234 = 1 + 1 · (10)−1 + 2 · (10)−2 + 3 · (10)−3 + 4 · (10)−4

34.1 = 3 · (10) + 4 + 1 · (10)−1

2. ระบบเลขฐานสอง (Binary Number System) จะมีเลขฐานเปน 2 นั่นคือ จะใช สัญลักษณหรือ
หลักที่แตกตางกันเทากับ 2 ในการแสดงคาของตัวเลข ลักษณะโครงสรางของเลขฐานสอง

11012 = 1 · (2)3 + 1 · (2)2 + 0 · (2) + 1

= 13

101.012 = 1 · (2)2 + 0 · (2) + 1 + 0 · (2)−1 + 1 · (2)−2

= 5.25

1110.112 = 1 · (2)3 + 1 · (2)2 + 1 · (2) + 1 · (2)−1 + 1 · (2)−2

= 14.75

1.1111 = 1 + 1 · (2)−1 + 1 · (2)−2 + 1 · (2)−3 + 1 · (2)−4

= 1.9375

3. ระบบเลขฐานแปด (Octal Number System) จะมีเลขฐานเปน 8 นั่นคือ จะใช สัญลักษณหรือ
หลักที่แตกตางกันเทากับ 8 ในการแสดงคาของตัวเลข เปนเลขฐานที่ถูกใชในระบบดิจิตอลเพื่อ
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ทดแทนขอเสียของเลขฐานสอง ลักษณะโครงสรางของเลขฐานแปด

4708 = 4 · (8)2 + 7 · (8) + 0

= 256 + 56 + 0

= 312

54.348 = 5 · (8) + 4 + 3 · (8)−1 + 4 · (8)−2

= 40 + 4 + 0.375 + 0.0625

= 44.4375

114.0128 = 1 · (8)2 + 1 · (8) + 4 + 0 · (8)−1 + 1 · (8)−2 + 2 · (8)−3

= 64 + 8 + 4 + 0 + 0.015625 + 0.00390625

= 76.01953125

4. ระบบเลขฐานสิบหก (Hexadecimal Number System) จะมีเลขฐานเปน 16 นั่นคือ จะใช
สัญลักษณหรือหลักที่แตกตางกันเทากับ 16 ในการแสดงคาของตัวเลข เปนระบบเลขฐานที่แปล
ความหมายไดยากกวาเลขฐานแปด ลักษณะโครงสรางของเลขฐานสิบหก

3B16 = 3 · (16)1 + 11 · (16)0

= 48 + 11

= 59

9.4C16 = 9 · (16)0 + 4 · (16)−1 + 12 · (16)−2

= 9 + 0.25 + 0.046875

= 9.296875

6.3 การแปลงเลขฐานตางๆ

6.3.1 การแปลงเลขฐานสิบเปนฐานอื่นๆ

การแปลงเลขฐานสิบเปนอื่น ขั้นที่ 1 พิจารณาตัวเลขหนาจุดทศนิยม ใหนำเลขฐานที่
ตองการ ไปหารเลขฐานสิบที่ตองการจะแปลง จนกวาผลหารที่ไดเทากับศูนย ซึ่งเศษที่ไดจากการหาร
แตละครั้งคือเลขฐานที่ เราตองการ ให เขียนเศษของการหารที่ ได เรียงจากเศษที่ ไดจากการหารครั้ง
สุดทายเรียงขึ้นไปจนถึงเศษที่ไดจากการหารครั้งแรกตามลำดับ ขั้นที่ 2 พิจารณาตัวเลขหลังจุดทศนิยม
ใหนำเลขฐานที่ตองการ คูณตัวเลขหลังจุดทศนิยม นำคาหนาจุดทศนิยมที่ไดไปเขียนเลขหลังจุดทศนิยม
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ในฐานนั้นตามลำดับ

ตัวอยางที่ 6.3 จงแปลงจำนวน 324.024 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 5

วิธีทำ ขั้นที1่ แปลงจำนวนเต็ม 324 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 5 โดยการหาร 324 ดวย 5 แลวดูผลลัพธ
และเศษเปนเทาใด ทำไปเรื่อยๆ จนกวาผลลัพธจะนอยกวาตัวหารดังวิธีการขางลาง

5 324

5 64 เศษ 4

5 12 เศษ 4

2 เศษ 2

ดังนั้น 324 = 22445

ขั้นที่ 2 แปลงตัวเลขหลังจุดทศนิยมใหเปนตัวเลขหลังจุดของจำนวนในฐาน 5 โดยนำ 5 ไปคูณกับตัวเลข
จุดทศนิยม ดังวิธีขางลาง

0.24 (เริ่มตนไมตองใส 0 หนาจุดทศนิยม)
0.120 5× 0.024

0.60 5× 0.12

3.0 5× 0.6

ดังนั้น 0.024 = 0.0035

ผลจากขั้นที่1 และขั้นที่ 2 จะไดวา 324.024 = 2244.0035

ตัวอยางที่ 6.4 จงแปลงจำนวน 248.123 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 3

วิธีทำ ขั้นที1่ แปลงจำนวนเต็ม 248 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 3 โดยการหาร 248 ดวย 3 แลวดูผลลัพธ
และเศษเปนเทาใด ทำไปเรื่อยๆจนกวาผลลัพธจะนอยกวาตัวหารดังวิธีการขางลาง

3 248

3 82 เศษ 2

3 27 เศษ 1

3 9 เศษ 0

3 3 เศษ 0

1 เศษ 0

ดังนั้น 248 = 1000123

ขั้นที่ 2 แปลงตัวเลขหลังจุดทศนิยมใหเปนตัวเลขหลังจุดของจำนวนในฐาน 3 โดยนำ 3 ไปคูณกับตัวเลข
จุดทศนิยม ดังวิธีขางลาง
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0.123 (เริ่มตนไมตองใส 0 หนาจุดทศนิยม)
0.369 3× 0.123

1.107 3× 0.369

0.321 3× 0.107

0.963 3× 0.321

2.889 3× 0.963

2.667 3× 0.889

ดังนั้น 0.123 = 0.010023

ผลจากขั้นที่1 และขั้นที่ 2 จะไดวา 248.123 = 100012.010023

ตัวอยางที่ 6.5 จงแปลงจำนวน 48.67 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 2

วิธีทำ ขั้นที่ 1 แปลงจำนวนเต็ม 48 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 2 โดยการหาร 48 ดวย 2 แลวดูผลลัพธ
และเศษเปนเทาใด ทำไปเรื่อยๆจนกวาผลลัพธจะนอยกวาตัวหารดังวิธีการขางลาง

2 48

2 24 เศษ 0

2 12 เศษ 0

2 6 เศษ 0

2 3 เศษ 0

1 เศษ 0

ดังนั้น 48 = 1000002

ขั้นที่ 2 แปลงตัวเลขหลังจุดทศนิยมใหเปนตัวเลขหลังจุดของจำนวนในฐาน 2 โดยนำ 2 ไปคูณกับตัวเลข
จุดทศนิยม ดังวิธีขางลาง

0.67 (เริ่มตนไมตองใส 0 หนาจุดทศนิยม)
1.34 2× 0.67

0.68 2× 0.34

1.36 2× 0.68

0.72 2× 0.36

1.44 2× 0.72

0.88 2× 0.44

ดังนั้น 0.67 = 0.1010102

ผลจากขั้นที่1 และขั้นที่ 2 จะไดวา 48.67 = 100000.1010102
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ตัวอยางที่ 6.6 จงแปลงจำนวน 142.13 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 4

วิธีทำ ขั้นที่ 1 แปลงจำนวนเต็ม 142 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 4 โดยการหาร 142 ดวย 4 แลวดูผลลัพธ
และเศษเปนเทาใด ทำไปเรื่อยๆจนกวาผลลัพธจะนอยกวาตัวหารดังวิธีการขางลาง

4 142

4 35 เศษ 2

4 8 เศษ 3

2 เศษ 0

ดังนั้น 142 = 20324

ขั้นที่ 2 แปลงตัวเลขหลังจุดทศนิยมใหเปนตัวเลขหลังจุดของจำนวนในฐาน 4 โดยนำ 4 ไปคูณกับตัวเลข
จุดทศนิยม ดังวิธีขางลาง

0.13 (เริ่มตนไมตองใส 0 หนาจุดทศนิยม)
0.52 4× 0.13

2.04 4× 0.52

0.16 4× 0.04

0.64 4× 0.16

2.56 4× 0.64

2.24 4× 0.56

ดังนั้น 0.13 = 0.0200224

ผลจากขั้นที่1 และขั้นที่ 2 จะไดวา 142.13 = 2032.0200224

ตัวอยางที่ 6.7 จงแปลงจำนวน 1048.21 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 7

วิธีทำ ขั้นที่ 1 แปลงจำนวนเต็ม 1048 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 7 โดยการหาร 1048 ดวย 7 แลวดู
ผลลัพธและเศษเปนเทาใด ทำไปเรื่อยๆจนกวาผลลัพธจะนอยกวาตัวหารดังวิธีการขางลาง

7 1048

7 149 เศษ 5

7 21 เศษ 2

3 เศษ 0

ดังนั้น 1048 = 30257

ขั้นที่ 2 แปลงตัวเลขหลังจุดทศนิยมใหเปนตัวเลขหลังจุดของจำนวนในฐาน 7 โดยนำ 7 ไปคูณกับตัวเลข
จุดทศนิยม ดังวิธีขางลาง
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0.21 (เริ่มตนไมตองใส 0 หนาจุดทศนิยม)
1.47 7× 0.21

3.29 7× 0.47

2.03 7× 0.29

0.21 7× 0.03

1.47 7× 0.21

3.29 7× 0.47

ดังนั้น 0.21 = 0.1327

ผลจากขั้นที่1 และขั้นที่ 2 จะไดวา 1048.21 = 3025.1327

6.3.2 การแปลงเลขฐานอื่นๆเปนฐานสิบ

โดยทั่วไปแลวถา b เปนจำนวนเต็มบวกที่มากกวา 1 แลวจำนวนในฐาน b จะอยู ใน
รูป (anan−1 . . . a2a1a0)b โดยที่ a1, a2, . . . , an−2, an−1, an ∈ {0, 1, 2, . . . , b− 1} และเรา
สามารถเขียนเลขฐานตางๆเปนฐานสิบได ดังนี้

(anan−1 . . . a2a1a0)b = an(b)
n + an−1(b)

n−1 + . . .+ a1b+ a0

ตัวอยางที่ 6.8 จงแปลงจำนวน 2244.0035 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสิบ
วิธีทำ

2244.0035 = 2 · (5)3 + 2 · (5)2 + 4 · 5 + 4 + 0 · (5)−1 + 0 · (5)−2 + 3 · (5)−3

= 250 + 50 + 20 + 4 + 0.024

= 324.024

ตัวอยางที่ 6.9 จงแปลงจำนวน 2134.24 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสิบ
วิธีทำ

2134.24 = 2 · (4)3 + 1 · (4)2 + 3 · 4 + 4 + 2 · (4)−1

= 128 + 16 + 12 + 4 + 0.5

= 160.5
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ตัวอยางที่ 6.10 จงแปลงจำนวน 114.118 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสิบ
วิธีทำ

114.118 = 1 · (8)2 + 1 · 8 + 4 + 1 · (8)−1 + 1 · (8)−2

= 64 + 8 + 4 + 0.125 + 0.0.015625

= 76.140625

นอกจากนี้ หากเราตองการแปลงเลขฐานใดๆที่ ไมใชฐานสิบ ไปเปนเลขฐานอื่นๆที่ ไมใชฐานสิบ เรา
สามารถแปลงผานเลขฐานสิบเพื่อใหไดมาซึ่งคำตอบ เชน

Binary =⇒ Decimal =⇒ Octal
101112 23 278

ตัวอยางที่ 6.11 จงแปลงจำนวน 2134.24 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสาม
วิธีทำ แปลงจำนวน 2134.24 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสิบกอน ดังนี้

2134.24 = 2 · (4)3 + 1 · (4)2 + 3 · 4 + 4 + 2 · (4)−1

= 128 + 16 + 12 + 4 + 0.5

= 160.5

จากนั้นจึงแปลงเลขฐานสิบที่ไดไปเปนเลขฐานสามดังนี้
ขั้นที่ 1 แปลงจำนวนเต็ม 160 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 3 โดยการหาร 160 ดวย 3 แลวดูผลลัพธและ
เศษเปนเทาใด ทำไปเรื่อยๆจนกวาผลลัพธจะนอยกวาตัวหารดังวิธีการขางลาง

3 160

3 53 เศษ 1

3 17 เศษ 2

3 5 เศษ 2

1 เศษ 2

ดังนั้น 160 = 122213

ขั้นที่ 2 แปลงตัวเลขหลังจุดทศนิยมใหเปนตัวเลขหลังจุดของจำนวนในฐาน 3 โดยนำ 3 ไปคูณกับตัวเลข
จุดทศนิยม ดังวิธีขางลาง

0.5 (เริ่มตนไมตองใส 0 หนาจุดทศนิยม)
1.5 3× 0.5

1.5 3× 0.5

1.5 3× 0.5
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ดังนั้น 0.5 = 0.1113

ผลจากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 จะไดวา 160.5 = 12221.1113 นั่นคือ 2134.24 = 12221.1113

ตัวอยางที่ 6.12 จงแปลงจำนวน 223.218 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสี่
วิธีทำ แปลงจำนวน 223.218 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสิบกอน ดังนี้

223.218 = 2 · (8)2 + 2 · 8 + 3 + 2 · (8)−1 + 1 · (8)−2

= 128 + 16 + 3 + 0.25 + 0.015625

= 147.27

จากนั้นจึงแปลงเลขฐานสิบที่ไดไปเปนเลขฐานสามดังนี้
ขั้นที่ 1 แปลงจำนวนเต็ม 147 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 3 โดยการหาร 147 ดวย 4 แลวดูผลลัพธและ
เศษเปนเทาใด ทำไปเรื่อยๆจนกวาผลลัพธจะนอยกวาตัวหารดังวิธีการขางลาง

4 147

4 36 เศษ 3

4 9 เศษ 0

2 เศษ 1

ดังนั้น 147 = 21034

ขั้นที่ 2 แปลงตัวเลขหลังจุดทศนิยมใหเปนตัวเลขหลังจุดของจำนวนในฐาน 4 โดยนำ 4 ไปคูณกับตัวเลข
จุดทศนิยม ดังวิธีขางลาง

0.27 (เริ่มตนไมตองใส 0 หนาจุดทศนิยม)
1.08 4× 0.27

0.32 4× 0.08

1.44 4× 0.32

1.76 4× 0.44

3.04 4× 0.76

ดังนั้น 0.27 = 0.101134

ผลจากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 จะไดวา 147.27 = 2103.101134 นั่นคือ 223.218 = 12221.1114

ตัวอยางที่ 6.13 จงแปลงจำนวน 11101.012 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสาม
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วิธีทำ แปลงจำนวน 11101.012 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสิบกอน ดังนี้

11101.012 = 1 · (2)4 + 1 · (2)3 + 1 · (2)2 + 0 · 2 + 1 + 0 · (2)−1 + 1 · (2)−2

= 16 + 8 + 4 + 0 + 1 + 0 + 0.25

= 29.25

จากนั้นจึงแปลงเลขฐานสิบที่ไดไปเปนเลขฐานสามดังนี้
ขั้นที่ 1 แปลงจำนวนเต็ม 29 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 3 โดยการหาร 29 ดวย 3 แลวดูผลลัพธและเศษ
เปนเทาใด ทำไปเรื่อยๆจนกวาผลลัพธจะนอยกวาตัวหารดังวิธีการขางลาง

3 29

3 9 เศษ 2

3 3 เศษ 0

1 เศษ 0

ดังนั้น 29 = 10023

ขั้นที่ 2 แปลงตัวเลขหลังจุดทศนิยมใหเปนตัวเลขหลังจุดของจำนวนในฐาน 3 โดยนำ 3 ไปคูณกับตัวเลข
จุดทศนิยม ดังวิธีขางลาง

0.25 (เริ่มตนไมตองใส 0 หนาจุดทศนิยม)
0.75 3× 0.25

2.25 3× 0.75

0.75 3× 0.25

2.25 3× 0.75

0.75 3× 0.25

ดังนั้น 0.25 = 0.02023

ผลจากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 จะไดวา 29.25 = 1002.02023 นั่นคือ 11101.012 = 1002.02023

ตัวอยางที่ 6.14 จงแปลงจำนวน 3344.145 ใหเปนจำนวนในเลขฐานหก
วิธีทำ แปลงจำนวน 3344.145 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสิบกอน ดังนี้

3344.145 = 3 · (5)3 + 3 · (5)2 + 4 · 5 + 4 + 1 · (5)−1 + 4 · (5)−2

= 375 + 75 + 20 + 4 + 0.2 + 0.16

= 474.36
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จากนั้นจึงแปลงเลขฐานสิบที่ไดไปเปนเลขฐานหกดังนี้
ขั้นที่ 1 แปลงจำนวนเต็ม 474 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 6 โดยการหาร 474 ดวย 6 แลวดูผลลัพธและ
เศษเปนเทาใด ทำไปเรื่อยๆจนกวาผลลัพธจะนอยกวาตัวหารดังวิธีการขางลาง

6 474

6 79 เศษ 0

6 13 เศษ 1

2 เศษ 1

ดังนั้น 474 = 21106

ขั้นที่ 2 แปลงตัวเลขหลังจุดทศนิยมใหเปนตัวเลขหลังจุดของจำนวนในฐาน 6 โดยนำ 6 ไปคูณกับตัวเลข
จุดทศนิยม ดังวิธีขางลาง

0.36 (เริ่มตนไมตองใส 0 หนาจุดทศนิยม)
2.16 6× 0.36

0.96 6× 0.16

5.76 6× 0.96

4.56 6× 0.76

3.36 6× 0.56

ดังนั้น 0.36 = 0.205436

ผลจากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 จะไดวา 474.36 = 2110.205436 นั่นคือ 3344.145 = 2110.205436

6.4 การดำเนินการของตัวเลขฐานตางๆ

การบวกเลขฐาน มีหลักการเหมือนกันหมดทุกเลขฐาน คือ

1. ตองเปนเลขฐานเดียวกันทั้งตัวตั้งและตัวบวก

2. ตองเติม 0 ใหครบหลักและตั้งหลักเลขใหตรงกันทั้งตัวตั้งและตัวบวก

3. ตองบวกเลขหลักต่ำสุดทางขวามือกอนเสมอ

4. ถาผลบวกนอยกวาฐานนับไดเทาไรใสไวในหลักเดียวกันเทานั้น

5. ถาผลบวกมากกวาฐานตองนับใหไดเทากับฐานกอนเหลือเศษเทาไรใสไวในหลักเดียวกัน

6. ทำการบวกกันจนกวาจะหมดทุกหลักผลลัพธที่ไดคือคำตอบดานลางทั้งหมด
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ตัวอยางที่ 6.15 จงบวกเลขฐาน 8 ตอไปนี้ 473.65 + 236.25

วิธีทำ

ตัวทด → 111 1

ตัวตั้ง → 473.65

+

ตัวบวก → 236.25

คำตอบ → 732.12

ตัวอยางที่ 6.16 จงบวกเลขฐาน 5 ตอไปนี้ 124.14 + 312.44

วิธีทำ

ตัวทด → 11 1

ตัวตั้ง → 124.14

+

ตัวบวก → 312.44

คำตอบ → 442.13

การลบเลขฐาน มีหลักการเหมือนกันหมดทุกเลขฐาน คือ

1. ตองเปนเลขฐานเดียวกันทั้งตัวตั้งและตัวบวก

2. ตัวตั้งตองมีคามากกวาตัวลบเสมอ

3. ตองเติม 0 ใหครบหลักและตั้งหลักเลขใหตรงกันทั้งตัวตั้งและตัวลบ

4. ตองลบเลขหลักตํ่าสุดขวามือกอนเสมอ

5. ถาคาตัวตั้งมากกวาตัวลบใหนับคาตัวลบเพิ่มขึ้นเทากับตัวตั้ง คาที่เพิ่มนี้คือผลตาง หรือผลลบ

6. ถาคาตัวตั้งนอยกวาตัวลบใหยืมหลักที่สูงกวามา 1 คา ซึ่งมีคาในหลักตํ่าเทากับฐาน เสมอ นำ
คาที่ยืมมา ตั้งลบดวยตัวลบผลตางเทาไร นำไปรวมกับตัวตั้งในหลักเดียวกันผลลัพธ คือคำตอบ

7. ทำการลบกันจนกวาจะหมดทุกหลักผลลัพธที่ไดคือคำตอบดานลางทั้งหมด

ตัวอยางที่ 6.17 จงบวกเลขฐาน 8 ตอไปนี้ 473.65− 236.25

วิธีทำ
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ตัวขอยืม → 068

ตัวตั้ง → 473.65

−

ตัวลบ → 236.25

คำตอบ → 235.40

ในสวนของการคูณ และการหารเลขฐานตางๆ ใชวิธีการแปลงเปนเลขฐานสิบแลวดำเนินการ

Binary =⇒ Decimal =⇒ Binary
1112 × 102 7× 2 = 14 11102

ตัวอยางที่ 6.18 จงหาคาของ 2345 × 3315

วิธีทำ แปลงจำนวน 2345 และ 3315 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสิบกอน ดังนี้

2345 = 2 · (5)2 + 3 · 5 + 4

= 50 + 15 + 4

= 69

3315 = 3 · (5)2 + 3 · 5 + 1

= 75 + 15 + 1

= 91

จากนั้นใหนำเลขฐานสิบที่หาไดมาคูณกัน ดังนี้ 69× 91 = 6, 279

จากนั้นใหแปลงเลขฐานสิบไปเปนฐาน 5

5 6, 279

5 1, 255 เศษ 4

5 251 เศษ 0

5 50 เศษ 1

5 10 เศษ 0

2 เศษ 0

ดังนั้น 6, 279 = 2001045 นั่นคือ 2345 × 3315 = 2001045
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ตัวอยางที่ 6.19 จงหาคาของ 114.167 × 161.417

วิธีทำ แปลงจำนวน 114.167 และ 161.417 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสิบกอน ดังนี้

114.167 = 1 · (7)2 + 1 · 7 + 4 + 1 · (7)−1 + 6 · (7)−2

= 49 + 7 + 4 + 0.14 + 0.12

= 60.26

161.417 = 1 · (7)2 + 6 · 7 + 1 + 4 · (7)−1 + 1 · (7)−2

= 49 + 42 + 1 + 0.57 + 0.02

= 92.59

จากนั้นใหนำเลขฐานสิบที่หาไดมาคูณกัน ดังนี้ 60.26× 92.59 = 5, 579.47

จากนั้นใหแปลงเลขฐานสิบไปเปนฐาน 7

ขั้นที่ 1 แปลงจำนวนเต็ม 5, 579 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 7 โดยการหาร 5, 579 ดวย 7 แลวดูผลลัพธ
และเศษเปนเทาใด ทำไปเรื่อยๆจนกวาผลลัพธจะนอยกวาตัวหารดังวิธีการขางลาง

7 5, 579

7 797 เศษ 0

7 113 เศษ 6

7 16 เศษ 1

2 เศษ 2

ดังนั้น 5, 579 = 221607

ขั้นที่ 2 แปลงตัวเลขหลังจุดทศนิยมใหเปนตัวเลขหลังจุดของจำนวนในฐาน 7 โดยนำ 7 ไปคูณกับตัวเลข
จุดทศนิยม ดังวิธีขางลาง

0.47 (เริ่มตนไมตองใส 0 หนาจุดทศนิยม)
3.29 7× 0.47

2.03 7× 0.29

0.21 7× 0.03

1.47 7× 0.21

3.29 7× 0.47

ดังนั้น 0.47 = 0.32017

ผลจากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 จะไดวา 5, 579.47 = 22160.32017 นั่นคือ 114.167 × 161.417 =

22160.32017
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ตัวอยางที่ 6.20 จงหาคาของ 2233.114 × 121.014 ตอบเปนเลขฐานสาม
วิธีทำ แปลงจำนวน 2233.114 และ 121.014 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสิบกอน ดังนี้

2233.114 = 2 · (4)3 + 2 · (4)2 + 3 · 4 + 3 + 1 · (4)−1 + 1 · (4)−2

= 128 + 32 + 12 + 3 + 0.25 + 0.06

= 175.31

121.014 = 1 · (4)2 + 2 · 4 + 1 + 0 · (4)−1 + 1 · (4)−2

= 16 + 8 + 1 + 0 + 0.06

= 25.06

จากนั้นใหนำเลขฐานสิบที่หาไดมาคูณกัน ดังนี้ 175.31× 25.06 = 4, 393.27

จากนั้นใหแปลงเลขฐานสิบไปเปนฐาน 3

ขั้นที่ 1 แปลงจำนวนเต็ม 4, 393 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 3 โดยการหาร 4, 393 ดวย 3 แลวดูผลลัพธ
และเศษเปนเทาใด ทำไปเรื่อยๆจนกวาผลลัพธจะนอยกวาตัวหารดังวิธีการขางลาง

3 4, 393

3 1, 464 เศษ 1

3 488 เศษ 0

3 162 เศษ 2

3 54 เศษ 0

3 18 เศษ 0

3 6 เศษ 0

2 เศษ 0

ดังนั้น 4, 393 = 200002013

ขั้นที่ 2 แปลงตัวเลขหลังจุดทศนิยมใหเปนตัวเลขหลังจุดของจำนวนในฐาน 3 โดยนำ 3 ไปคูณกับตัวเลข
จุดทศนิยม ดังวิธีขางลาง

0.27 (เริ่มตนไมตองใส 0 หนาจุดทศนิยม)
0.81 3× 0.27

2.43 3× 0.81

1.29 3× 0.43

0.87 3× 0.29

2.61 3× 0.87
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ดังนั้น 0.27 = 0.021023

ผลจากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 จะไดวา 4, 393.27 = 20000201.021023 นั่นคือ 2233.114×121.014 =
20000201.021023

ตัวอยางที่ 6.21 จงหาคาของ 125146 ÷ 326 ตอบเปนเลขฐานสาม
วิธีทำ แปลงจำนวน 125146 และ 316 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสิบกอน ดังนี้

125146 = 1 · (6)4 + 2 · (6)3 + 5 · (6)2 + 1 · 6 + 4

= 1296 + 432 + 180 + 6 + 4

= 1918

326 = 3 · 6 + 2

= 18 + 2

= 20

จากนั้นใหนำเลขฐานสิบที่หาไดมาคูณกัน ดังนี้ 1, 918÷ 20 = 95.9

จากนั้นใหแปลงเลขฐานสิบไปเปนฐาน 6

ขั้นที่ 1 แปลงจำนวนเต็ม 95 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 3 โดยการหาร 95 ดวย 9 แลวดูผลลัพธและเศษ
เปนเทาใด ทำไปเรื่อยๆจนกวาผลลัพธจะนอยกวาตัวหารดังวิธีการขางลาง

6 95

6 17 เศษ 3

2 เศษ 5

ดังนั้น 95 = 2536

ขั้นที่ 2 แปลงตัวเลขหลังจุดทศนิยมใหเปนตัวเลขหลังจุดของจำนวนในฐาน 6 โดยนำ 6 ไปคูณกับตัวเลข
จุดทศนิยม ดังวิธีขางลาง

0.9 (เริ่มตนไมตองใส 0 หนาจุดทศนิยม)
5.4 6× 0.9

2.4 6× 0.4

2.4 6× 0.4

ดังนั้น 0.9 = 0.5226

ผลจากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 จะไดวา 95.9 = 253.5226 นั่นคือ 125146 ÷ 326 = 253.5226
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ตัวอยางที่ 6.22 จงหาคาของ 332313.14 ÷ 3.214 ตอบเปนเลขฐานสาม
วิธีทำ แปลงจำนวน 332313.14 และ 3.214 ใหเปนจำนวนในเลขฐานสิบกอน ดังนี้

332313.14 = 3 · (4)5 + 3 · (4)4 + 2 · (4)3 + 3 · (4)2 + 1 · 4 + 3 + 1 · (4)−1

= 3, 072 + 768 + 128 + 48 + 4 + 3 + 0.25

= 4, 023.25

3.214 = 3 + 2 · (4)−1 + 1 · (4)−2

= 3 + 0.5 + 0.06

= 3.56

จากนั้นใหนำเลขฐานสิบที่หาไดมาหารกัน ดังนี้ 4, 023.25÷ 3.56 = 1130.13

จากนั้นใหแปลงเลขฐานสิบไปเปนฐาน 4

ขั้นที่ 1 แปลงจำนวนเต็ม 1130 ใหเปนจำนวนในเลขฐาน 3 โดยการหาร 1130 ดวย 4 แลวดูผลลัพธ
และเศษเปนเทาใด ทำไปเรื่อยๆจนกวาผลลัพธจะนอยกวาตัวหารดังวิธีการขางลาง

4 1130

4 282 เศษ 2

4 70 เศษ 2

4 17 เศษ 2

4 4 เศษ 1

1 เศษ 0

ดังนั้น 1130 = 1012224

ขั้นที่ 2 แปลงตัวเลขหลังจุดทศนิยมใหเปนตัวเลขหลังจุดของจำนวนในฐาน 4 โดยนำ 4 ไปคูณกับตัวเลข
จุดทศนิยม ดังวิธีขางลาง

0.13 (เริ่มตนไมตองใส 0 หนาจุดทศนิยม)
0.52 4× 0.13

2.08 4× 0.52

0.32 4× 0.08

1.28 4× 0.32

1.12 4× 0.28

ดังนั้น 0.13 = 0.020114

ผลจากขั้นที่ 1 และขั้นที่ 2 จะไดวา 1130.13 = 101222.020114 นั่นคือ 332313.14 ÷ 3.214 =



159

101222.020114

เนื้อหาทั้งหมดที่กลาวไปแลวนั้นประกอบดวยเนื้อหาที่สำคัญคือ จำนวนในระบบโรมัน ระบบตัวเลข
มีหลัก ซึ่งสองระบบนี้จะทำใหเห็นวิวัฒนาการของการใชระบบตัวเลข นอกจากนี้ยังกลาวถึงการแปลง
เลขฐานตางๆ รวมถึงการดำเนินการของเลขฐานตางๆ อีกดวย

จากที่กลาวมาทั้งหมดจะเห็นวา เราสามารถแปลงเลขฐานตางๆ ไปมาได โดยมีวัตถุประสงค คือ
ใชตัวเลขให เหมาะสมกับการใชงาน เชนปจจุบันนี้ เราใชตัวเลขฐานสิบในชีวิตประจำวัน แต ในทาง
คอมพิวเตอรไมสามารถอานตัวเลขฐานสิบไดเนื่องจากเปนสัญญาณไฟฟา จึงมีเฉพาะเปดและปดเทานั้น
ดังนั้นตองใชระบบเลขฐานสองแทนเลขฐานสิบ เพื่อใหเหมาะสมตามการใชงานจึงตองมีการแปลงเลข
ฐานดวยวิธีการตางๆที่กลาวในบทเรียนที่ผานมา
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แบบฝกหัดทายบท

1. จงแปลงเลขฐานที่กำหนดใหตอไปนี้เปนเลขฐานสิบ

1.1 1110112

1.2 234125

1.3 6A3.BC16

1.4 1175.638

1.5 125.8679

1.6 512.317

1.7 3AB.BA13

2. จงแปลง 121 ฐานสิบไปเปนเลขฐานตางๆดังนี้

2.1 ฐาน 2

2.2 ฐาน 4

2.3 ฐาน 5

2.4 ฐาน 8

2.5 ฐาน 9

2.6 ฐาน 13

2.7 ฐาน 16

3. จงหาคำตอบในรูปเลขฐาน 8

3.1 11101.12 + 5610

3.2 10112 × 1012

3.3 365.758 + 177.778

4. จงหาคำตอบของ 11101.12 ÷ 112 และเขียนคำตอบใหอยูในเลขฐานสาม

5. จงหาคำตอบของ 33104.015 ÷ 14.15 และเขียนคำตอบใหอยูในเลขฐานสี่

6. จงหาคำตอบของ (1211.013 + 12.13)× 21.113 และเขียนคำตอบใหอยูในเลขฐานสอง
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7. จงหาคำตอบของ (188.789 ÷ 2.189)× 54.769 และเขียนคำตอบใหอยูในเลขฐานหา

8. จงเขียนตารางการแปลงตัวเลข 1 ถึง 20 ฐานสิบไปเปนฐานสอง ฐานสี่ ฐานแปด และฐานสิบหก
ใหครบทุกตัวเลข
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แผนบริหารการสอนประจำบทที่ 7

เนื้อหาประจำบท
1. ตัวแบบของกำหนดการเชิงเสน
2. ผลเฉลยของกำหนดการเชิงเสน
3. การเขียนกราฟของสมการเชิงเสน
4. ระบบสมการ
5. การเขียนกราฟอสมการเชิงเสน
6. ระบบอสมการ
7. การหาผลเฉลยของกำหนดการเชิงเสนโดยวิธีกราฟ

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม
1. มีความรูในเรื่องสมการเชิงเสน
2. เขียนกราฟของสมการจุดประสงคได
3. บอกคาของสมการจุดประสงค ที่สอดคลองกับคำตอบของระบบอสมการเชิงเสนได
4. เขียนสมการจุดประสงค อสมการขอจำกัดจากโจทยปญหาที่กำหนดได
5. เขียนกราฟของสมการจุดประสงค และ อสมการขอจำกัด

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจำบท
1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปนี้พรอมทั้งเปดโอกาสใหซักถาม

1.1 ตัวแบบของกำหนดการเชิงเสน
1.2 ผลเฉลยของกำหนดการเชิงเสน
1.3 การเขียนกราฟของสมการเชิงเสน
1.4 ระบบสมการ
1.5 การเขียนกราฟอสมการเชิงเสน
1.6 ระบบอสมการ
1.7 การหาผลเฉลยของกำหนดการเชิงเสนโดยวิธีกราฟ

2. ใหนักศึกษาทำกิจกรรมตอไปนี้
2.1 ศึกษาขอมูลจากสื่ออิเล็กทรอนิกส
2.2 ทำแบบฝกหัดที่กำหนดให

สื่อการเรียนการสอน
1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตางๆ
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2. Slide Presentation

การวัดผลและการประเมินผล
1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความตั้งใจ การฟง การจดบันทึก การโตตอบและการ

ซักถาม
2. แบบทดสอบ
3. ใบงานที่ใหทำ
4. การมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน



บทที่ 7
กำหนดการเชิงเสน

กำหนดการเชิงเสน (Linear Programming) เปนเทคนิคที่เริ่มใชในป ค.ศ. 1947 ในชวง
ที่สหรัฐอเมริกากำลังประสบปญหาทรัพยากรไมเพียงพอและตองหาวิธีจัดสรรใหไดประโยชนสูงที่สุด
เทคนิคการแกปญหาแบบนี้นำไปใชในหลายดาน เชน การผลิตสินคาแตละประเภทดวยวัตถุดิบที่มีใหได
กำไรสูงที่สุด การขนสงใหสิ้นเปลืองนอยที่สุด การหาปริมาณ วัตถุผสมใหไดสวนประกอบตามตองการ
โดยเสีย คาใชจายนอยที่สุด การมอบหมายงานใหแตละกลุม เพื่อใหงานสำเร็จในเวลานอยที่สุด ฯลฯ

7.1 ตัวแบบของกำหนดการเชิงเสน

เนื่องจากปญหากำหนดการเชิงเสนประกอบดวยเงื่อนไข ขอจำกัดและเปาหมายหรือจุดประสงค
ที่ตองการ ดังนั้นโครงสรางตัวแบบของกำหนดการเชิงเสนประกอบดวย

1. ฟงกชันจุดประสงค (Objective function) หรือสมการเปาหมายจะตองตั้งจุดประสงคอยาง
ชัดเจนและกำหนดคาของเปาหมายเปนปริมาณ เชน ตองการปริมาณมากที่สุดหรือนอยที่สุด
ของปญหานั้น ดังตัวอยางของการผลิตเกาอี้สองชนิดคือขนาดเล็กและขนาดใหญ พบวาเกาอี้
ขนาดเล็กแตละตัวขายไดกำไร ตัวละ 30 บาท สวนเกาอี้ขนาดใหญแตละตัวขายไดกำไรตัวละ
50 บาท สมมติวาถาจะใหเปนไปตามจุดประสงคที่ตองการ เขาตองผลิตเกาอี้ขนาดเล็ก x ตัว
และเกาอี้ขนาดใหญ y ตัว สามารถเขียนฟงกชันจุดประสงคหรือสมการเปาหมายไดดังนี้

P = 30x+ 50y

2. เงื่อนไขของขอจำกัด (Constraint) หมายถึงระบบของสมการหรืออสมการซึ่งเปนขอจำกัดหรือ
ขอบเขตที่กำหนดวาจะมีโอกาสใชทรัพยากรที่มีอยูอยางจำกัดอยางไรดังตัวอยางการผลิตเกาอี้
เกาอี้ขนาดเล็กแตละตัวตองเสียเวลาในการเลื่อยไม 1 ชั่วโมง ประกอบและตกแตง 2 ชั่วโมง
สวนเกาอี้ขนาดใหญตองเสียเวลาในการเลื่อยไม 2 ชั่วโมง ประกอบและตกแตง 2 ชั่วโมง ถาหาก
คนงานเลื่อยไมทำงานไดวันละไมเกิน 8 ชั่วโมง และคนงานประกอบตกแตงทำงานไดวันละไม
เกิน 10 ชั่วโมง เขียนเปนระบบอสมการไดดังนี้

x+ 2y 6 8 (เลื่อยไม)

2x+ 2y 6 10 (ประกอบตกแตง)
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นอกจากนี้ยังมีเงื่อนไขของตัวแปร ซึ่งในปญหานี้เงื่อนไขของตัวแปร คือ x > 0 และ y > 0

จากตัวอยางการผลิตเกาอี้ สรุปตัวแบบของกำหนดการเชิงเสนไดดังนี้

ฟงกชันจุดประสงค : P = 30x+ 50y

เงื่อนไขขอจำกัด : x+ 2y 6 8

2x+ 2y 6 10

x > 0

y > 0

สรุปการสรางตัวแบบกำหนดการเชิงเสนมีวิธีการดังนี้

1. กำหนดตัวแปรตัดสินใจ โดยที่ตัวแปรเหลานั้นเปนตัวแปรที่แทนสิ่งที่ตองการทราบคาในปญหา
นั้นๆ

2. สรางฟงกชันจุดประสงคหรือสมการเปาหมายซึ่งอาจจะเปนคาสูงสุดหรือต่ำสุดก็ได สมการ
เปาหมายจะมีเพียงสมการเดียว และมีลักษณะเปนความสัมพันธเชิงเสนกับตัวเเปรตัดสินใจที่
ตองการทราบคา

3. สรางเงื่อนไขขอจำกัด ในการแกปญหาตองพิจารณาวามีอะไรเปนขอจำกัดบาง

ตัวอยางที่ 7.1 ผูจัดการบริษัทแหงหนึ่งตองการซื้อตูเก็บเอกสารจำนวนหนึ่ง โดยสอบถามเกี่ยวกับตู
เอกสาร 2 ชนิด คือ ชนิด A และชนิด B ตูเก็บเอกสารชนิด A ราคาตูละ 1, 000 บาท ใชพื้นที่วางตู 6
ตารางฟุต และเก็บเอกสารไดจุ 8 ลูกบาศกฟุต ในขณะที่ตูเก็บเอกสารชนิด B ราคาตูละ 2, 000 บาท
ใชพื้นที่วางตู 8 ตารางฟุต และเก็บเอกสารไดจุ 12 ลูกบาศกฟุต ถาผูจัดการผูนี้มีงบประมาณในการซื้อ
ตูเก็บเอกสารไมเกิน 14, 000 บาท และมีพื้นที่สำหรับวางตูไมเกิน 72 ตารางฟุต จงหาวาเขาควรซื้อตู
เอกสารชนิดละกี่ตูจึงจะเก็บเอกสารไดมากที่สุด จากโจทย จงสรางตัวแบบของกำหนดการเชิงเสน
วิธีทำ ให x แทน จำนวนตูเก็บเอกสารชนิด A

y แทน จำนวนตูเก็บเอกสารชนิด B

P แทน ความจุของตูเอกสารทั้งหมดที่ผูจัดการซื้อ
จุดประสงคคือตองการใหมีความจุในการเก็บเอกสารไดมากที่สุด โดยตู A จุได 8 ลูกบาศกฟุต และตู
B จุได 12 ลูกบาศกฟุต ดังนั้นฟงกชันจุดประสงคหรือสมการคาสูงสุดของ P คือ

P = 8x+ 12y

เงื่อนไขขอจำกัดมีดังนี้
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1. เงื่อนไขงบประมาณในการซื้อตูซึ่งมีงบประมาณไมเกิน 14, 000 บาท โดยตูชนิด A ราคา 1, 000
บาท และตูชนิด B ราคา 2, 000 ไดอสมการเงื่อนไข คือ

1, 000x+ 2, 000y 6 14, 000

2. เงื่อนไขเกี่ยวกับพื้นที่สำหรับวางตูมีไมเกิน 72 ตารางฟุต โดยตูชนิด A ใชพื้นที่วางตู 6 ตาราง
ฟุต และตูชนิด B ใชพื้นที่วางตู 8 ตารางฟุต ไดอสมการเงื่อนไข คือ

6x+ 8y 6 72

3. จำนวนตูเก็บเอกสารชนิด A และจำนวนตูเก็บเอกสารชนิด B ตองไมนอยกวา 0 นั่นคือ x > 0

และ y > 0

จากการพิจารณาที่ผานมาทำใหเราสามารถสรางตัวแบบของกำหนดการเชิงเสนไดดังนี้
ฟงกชันจุดประสงค : P = 8x+ 12y

เงื่อนไขขอจำกัด : 1, 000x+ 2, 000y 6 14, 000

6x+ 8y 6 72

x > 0

y > 0

ตัวอยางที่ 7.2 โดยปกติเครื่องบินลำหนึ่งมีที่นั่ง 15 ที่นั่ง บรรจุผูโดยสารและสินคารวมกันได 1, 500
กิโลกรัม แตถาน้ำหนักสินคามากกวาน้ำหนักผูโดยสารเกิน 200 กิโลกรัม เครื่องบินจะเอียงและบินไม
ได (สมมติวาผูโดยสารแตละคนมีน้ำหนักเฉลี่ย 75 กิโลกรัม) ถามวาเที่ยวบินแตละเที่ยวจะมีรายไดมาก
ที่สุดเทาใด หากคาโดยสารที่นั่งละ 6, 000 บาท และคาขนสงสินคากิโลกรัมละ 100 บาท จงสรางตัว
แบบของกำหนดการเชิงเสน
วิธีทำ ให x แทน จำนวนผูโดยสารหนวยเปนคน

y แทน น้ำหนักสินคาหนวยเปนกิโลกรัม
P แทน รายไดตอเที่ยวที่ตองการ

จุดประสงคที่ตองการคือ รายไดตอเที่ยวมากที่สุด โดยคาโดยสารที่นั่งละ 6, 000 บาท และคาขนสง
สินคากิโลกรัมละ 100 บาท ดังนั้นฟงกชันจุดประสงคคือ

P = 6, 000x+ 100y

เงื่อนไขขอจำกัดมีดังนี้
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1. เงื่อนไขที่นั่งผูโดยสาร มีที่นั่งมากที่สุด 15 ที่นั่ง ไดอสมการเงื่อนไข คือ

0 6 x 6 15

2. เงื่อนไขน้ำหนักบรรทุกไมเกิน 1, 500 กิโลกรัม ไดอสมการเงื่อนไข คือ

75x+ y 6 1, 500

3. เงื่อนไขน้ำหนักน้ำหนักสินคามากกวาผูโดยสารไดไมเกิน 200 กิโลกรัม

y − 75x 6 200

4. เงื่อนไขสินคาไมเปนคาติดลบ

y > 0

จากการพิจารณาที่ผานมาทำใหเราสามารถสรางตัวแบบของกำหนดการเชิงเสนไดดังนี้
ฟงกชันจุดประสงค : P = 6, 000x+ 100y

เงื่อนไขขอจำกัด : 75x+ y 6 1, 500

y − 75x 6 200

0 6 x 6 15

y > 0

ตัวอยางที่ 7.3 โรงงานอุตสาหกรรมแหงหนึ่งผลิตสินคา 2 ชนิด คือชนิด A และชนิด B ในการผลิต
ตองใชเครื่องจักร 2 เครื่อง คือเครื่องจักร I และเครื่องจักร II ในการผลิตสินคาชนิด A ไดกำไรชิ้นละ 3

บาท และตองเสียเวลาการผลิตชิ้นละ 6 นาที สำหรับเครื่องจักร I และ 5 นาที สำหรับเครื่องจักร II สวน
สินคาชนิด B ไดกำไรชิ้นละ 4 บาท และเสียเวลาผลิตชิ้นละ 9 นาที สำหรับเครื่องจักร I และ 4 นาที
สำหรับเครื่องจักร II ถาในการผลิตสินคานี้ มีเวลาผลิตสำหรับเครื่องจักร I ไมเกิน 5 ชั่วโมง และไมเกิน
3 ชั่วโมง สำหรับเครื่องจักร II จงสรางตัวแบบของกำหนดการเชิงเสน
วิธีทำ ให x แทน จำนวนสินคาชนิด A

y แทน จำนวนสินคาชนิด B

P แทน กำไรจากการผลิตสินคาจากทั้งสองชนิด
จุดประสงคที่ตองการคือ กำไรจากการผลิตสินคาจากทั้งสองชนิด โดยสินคาชนิด A ไดกำไรชิ้นละ 3

บาท และสินคาชนิด B ไดกำไรชิ้นละ 4 บาท ดังนั้นฟงกชันจุดประสงคคือ

P = 3x+ 4y
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เงื่อนไขขอจำกัดมีดังนี้

1. เงื่อนไขเวลาการผลิต สำหรับเครื่องจักร I ไมเกิน 5 ชั่วโมง โดยสินคาชนิด A เสียเวลาการผลิต
ชิ้นละ 6 นาที และสินคาชนิด B เสียเวลาผลิตชิ้นละ 9 นาที ไดอสมการเงื่อนไข คือ

6x+ 9y 6 300 (เปลี่ยนหนวยเปนนาที)

2. เงื่อนไขเวลาการผลิต สำหรับเครื่องจักร II ไมเกิน 3 ชั่วโมง โดยสินคาชนิด A เสียเวลาการผลิต
ชิ้นละ 5 นาที และสินคาชนิด B เสียเวลาผลิตชิ้นละ 4 นาที ไดอสมการเงื่อนไข คือ

5x+ 4y 6 180 (เปลี่ยนหนวยเปนนาที)

3. เงื่อนไขสินคาไมเปนคาติดลบ

x > 0 และ y > 0

จากการพิจารณาที่ผานมาทำใหเราสามารถสรางตัวแบบของกำหนดการเชิงเสนไดดังนี้
ฟงกชันจุดประสงค : P = 3x+ 4y

เงื่อนไขขอจำกัด : 6x+ 9y 6 300

5x+ 4y 6 180

x > 0

y > 0

จากตัวแบบของปญหากำหนดการเชิงเสนใหพิจารณาหาคำตอบที่ดีที่สุดในบรรดาคำตอบทั้งหลาย
(Optimal solution) ซึ่งในที่นี้เรียกวาผลเฉลยของกำหนดการเชิงเสน ในการหาผลเฉลยนั้นบางวิธีตอง
ใชความรูทางคณิตศาสตรอยางลึกซึ้ง แตก็มีวิธีหาคำตอบไดงายคือ วิธีกราฟ (Graphical method)
และในที่นี้จะกลาวเฉพาะวิธีกราฟซึ่งใชเฉพาะที่มีตัวแปรเพียง 2 ตัว กอนจะกลาวถึงการหาผลเฉลย
ของกำหนดการเชิงเสนโดยวิธีกราฟนั้น ตองมีการศึกษาเกี่ยวกับการเขียนกราฟของสมการเชิงเสนและ
อสมการเชิงเสน

7.2 การเขียนกราฟของสมการเชิงเสน

สมการเชิงเสน (Linear equation) หรือสมการเสนตรงหรือสวนของเสนตรง ซึ่งเปนสมการ
กำลังหนึ่งสองตัวแปรมีรูปแบบคือ Ax+By+C = 0 เมื่อ (x, y) เปนจุดบนเสนตรง A,B และ C
เปนจำนวนจริงใดๆ โดยที่ A และ B ไมเปนศูนยทั้งคู
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จากจุดสองจุดใดๆ มีเสนตรงผานไดเพียง 1 เสน การเขียนกราฟสมการเสนตรงจึงสามารถ
ทำไดโดยงายจากการหาจุดสองจุดที่อยูบนเสนตรงผานจุดทั้งสอง ซึ่งจุดที่หางายที่สุดคือ จุดที่เสนตรง
ตัดแกนพิกัดฉาก ซึ่งเรียกวา สวนตัดแกน ทำไดคือ สวนตัดแกน x หาไดโดยการแทนคา y = 0 แลว
หาคา x ในทำนองเดียวกัน สวนตัดแกน y หาไดโดยการแทนคา x = 0 แลวหาคา y

ตัวอยางที่ 7.4 จงเขียนกราฟของสมการ 2x+ 3y − 6 = 0

วิธีทำ กำหนดให x = 0 จะได 2(0) + 3y − 6 = 0

ดังนั้น 3y = 6

นั่นคือ y = 2

สวนตัดแกน y คือ (0, 2)

กำหนดให y = 0 จะได 2x+ 3(0)− 6 = 0

ดังนั้น 2x = 6

นั่นคือ x = 3

สวนตัดแกน x คือ (3, 0)

กำหนดสวนตัดแกนบนพิกัดแลวเขียนกราฟไดดังรูป

ตัวอยางที่ 7.5 จงเขียนกราฟของสมการ 2x− 4y + 8 = 0

วิธีทำ กำหนดให x = 0 จะได 2(0)− 4y + 8 = 0

ดังนั้น −4y = −8

นั่นคือ y = 2

สวนตัดแกน y คือ (0, 2)

กำหนดให y = 0 จะได 2x− 4(0) + 8 = 0

ดังนั้น 2x = −8

นั่นคือ x = −4
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สวนตัดแกน x คือ (−4, 0)

กำหนดสวนตัดแกนบนพิกัดแลวเขียนกราฟไดดังรูป

ตัวอยางที่ 7.6 จงเขียนกราฟของสมการ y − 3 = 0 และ x+ 4 = 0

วิธีทำ จากสมการ y−3 = 0 สมมูลกับสมการ y = 3 ซึ่งเปนเสนตรงขนานกับแกน x ที่ผานจุด (0, 3)

ดังรูป

จากสมการ x+ 4 = 0 สมมูลกับสมการ x = −4 ซึ่งเปนเสนตรงขนานกับแกน y ที่ผานจุด (−4, 0)

ดังรูป
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รูปภาพ 7.4 รูปภาพแสดงกราฟของสมการ x+ 4 = 0

7.3 ระบบสมการ

สำหรับเอกสารเลมนี้จะศึกษาระบบของสมการ 2 สมการ ที่มีตัวแปร 2 ตัว ซึ่งมีรูปแบบทั่วไป
ดังนี้

A1x+B1y + C1 = 0

A2x+B2y + C2 = 0

เมื่อกำหนด x, y เปนตัวแปร และ A1, A2, B1, B2, C1, C2 เปนคาคงตัว ในระนาบ 2 มิติ เสนตรง 2
เสน มีความสัมพันธเปนไปได 3 กรณี คือ

1. ตัดกันเพียงจุดเดียว ในกรณีนี้มีคำตอบเดียว

2. ขนานกัน ในกรณีนี้ไมมีคำตอบ

3. กราฟของสมการเปนเสนเดียวกัน ในกรณีนี้มีเซตคำตอบเปนเซตอนันต

ตัวอยางที่ 7.7 จงเขียนกราฟคำตอบของระบบสมการ

2x− 3y = −8

x+ y+ = 6

วิธีทำ จากวิธีการเขียนกราฟสมการเชิงเสน สามารถเขียนกราฟของสมการ 2x − 3y = −8 และ
สมการ x+ y = 6 ไดดังรูป
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จากตัวอยางที่ผานมา จะเห็นวาจุดที่เสนตรงตัดกันจะเปนคำตอบของระบบสมการ การหา
คำตอบของระบบสมการ มีวิธีการที่มีประสิทธิภาพที่จะทำใหไดคำตอบที่ถูกตอง ในเอกสารฉบับนี้จะ
กลาวถึงเฉพาะการกำจัดตัวแปรซึ่งมีวิธีการดังนี้

1. ทำสัมประสิทธิ์ของของตัวแปรใดตัวแปรหนึ่งใหเปนจำนวนที่ตรงขามกัน โดยการคูณสมการ
หนึ่งหรือทั้งสองสมการดวยคาคงตัว

2. นำสมการที่ไดจากขอหนึ่ง มาบวกกัน จะไดสมการใหมที่มีตัวแปรตัวเดียว

3. หาคาคงตัวของตัวแปรจากสมการที่ไดในขอ 2

4. นำคาของตัวแปรที่ไดไปแทนคาในอีกสมการ หาคาของตัวแปรอีกตัวแปรหนึ่งจะไดคำตอบตาม
ที่ตองการ

ตัวอยางที่ 7.8 จงหาคำตอบระบบสมการ

2x− 3y = −8

x+ y = 6

วิธีทำ กำหนดให 2x− 3y = −8 · · · (1)

และ x+ y = 6 · · · (2)

นำ 3 คูณตลอดทั้งสมการที่ (2) 3x+ 3y = 18 · · · (3)

นำสมการที่ (1) บวกสมการที่ (3) 5x = 10

นั่นคือ x = 2

แทนคา x = 2 ลงในสมการที่ (2) 2 + y = 6

นั่นคือ y = 4

ดังนั้นคำตอบของระบบสมการคือ (2, 4) ดังรูป
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7.4 การเขียนกราฟอสมการเชิงเสน

อสมการเชิงเสนสองตัวแปร จะสามารถเขียนในรูปแบบตอไปนี้

Ax+By + C < 0

Ax+By + C 6 0

Ax+By + C > 0

Ax+By + C > 0

เมื่อกำหนด x, y เปนตัวแปร และ A,B,C เปนคาคงตัว ในการเขียนกราฟอสมการเชิงเสนจะเขียน
ทำนองเดียวกันกับกราฟของสมการเชิงเสนในหัวขอ 7.2.1 พิจารณากราฟของเสนตรงใดๆ จะแบง
ระนาบออกเปน 3 สวน ดังรูป

รูปที่ 7.1 แสดงกราฟบริเวณคำตอบสวนที่ I รวมขอบ

สวนที่ I และสวนที่ II จะเรียกวาครึ่งระนาบ อีกสวนหนึ่งคือเสนตรงเรียกวา ขอบ ถา
ครึ่งระนาบใดรวมขอบเขาไปดวย จะเรียกครึ่งระนาบนั้นวา ครึ่งระนาบปด และจะเรียกครึ่งระนาบที่ไม
รวมขอบวา ครึ่งระนาบเปด(สวนที่ขอบเขียนเปนเสนประ) กราฟของอสมการจะเปนครึ่งระนาบปดถา
อสมการมีเครื่องหมายเทากับ และเปนครึ่งระนาบเปดถาไมมีเครื่องหมายเทากับดังรูป

รูปที่ 7.2 แสดงกราฟบริเวณคำตอบสวนที่ I ไมรวมขอบ
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อสมการเชิงเสนจะสัมพันธกับสมการที่ เปนขอบของครึ่งระนาบในการเขียนกราฟของอสมการทำได
ดังนี้

1. เขียนกราฟของสมการที่เปนเสนขอบกอนถาอสมการมีเครื่องหมายเทากับ ใหเขียนเปนเสนทึบ
ถาไมมีเครื่องหมาเทากับเขียนเปนเสนประ

2. ใชจุดที่ไมอยูบนเสนขอบเปนจุดตรวจสอบ จุดที่ตรวจสอบไดงายที่สุดคือจุดกำเนิด (0, 0) ถาจุด
ตรวจสอบสอดคลองกับอสมการแสดงวาครึ่งระนาบที่จุดตรวจสอบอยูเปนครึ่งระนาบที่ตองการ
แตถาจุดตรวจสอบไมสอดคลองกับอสมการแสดงวาครึ่งระนาบที่อยูตรงขามจุดตรวจสอบนั้น
เปนครึ่งระนาบที่ตองการ

3. แรเงาครึ่งระนาบที่ไดจากขอ 2.

ตัวอยางที่ 7.9 จงเขียนกราฟของ 3x+ 2y − 6 6 0

วิธีทำ

1. เขียนกราฟของเสนขอบ คือ 3x+ 2y − 6 6 0 เนื่องจากอสมการเปนเครื่องหมาย 6 จึงเขียน
เปนเสนทึบดังรูป

2. ใชจุด (0, 0) ตรวจสอบอสมการ 3x+ 2y − 6 6 0

จะไดวา 3(0) + 2(0)− 6 6 0

นั่นคือ −6 6 0 เปนจริง

3. แรเงาครึ่งระนาบที่จุด (0, 0) อยูจะไดกราฟของอสมการ 3x+ 2y − 6 6 0 ดังรูป
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7.5 ระบบอสมการ

สามารถทำไดในทำนองเดียวกันกับระบบสมการในหัวขอ 7.3 ผลเฉลยของระบบอสมการ
หรือบริเวณที่สอดคลองกับระบบอสมการคือสวนรวมของบริเวณของแตละอสมการในระบบนั่นเอง

ตัวอยางที่ 7.10 จงเขียนกราฟบริเวณผลเฉลยของระบบอสมการ
y > −2x+ 4

x 6 4

x > 0

y > 0

วิธีทำ พิจารณากราฟของ y > −2x+ 4

จากกราฟของ x > 0 และ y > 0 คือบริเวณในจตุภาคที่ 1 ดังนั้นบริเวณสวนรวมของกราฟจะไดดังนี้
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เงื่อนไขสุดทาย x 6 4 จะไดบริเวณสวนรวมของกราฟทั้งหมดหรือบริเวณของคำตอบ คือ

ตัวอยางที่ 7.11 จงเขียนกราฟบริเวณผลเฉลยของระบบอสมการ
6x+ 2y 6 36

2x+ 4y 6 32

x > 0

y > 0

วิธีทำ จากกราฟของแตละอสมการ แรเงาสวนรวม จะไดบริเวณผลเฉลยของระบบอสมการดังรูป
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7.6 การหาผลเฉลยของกำหนดการเชิงเสนโดยวิธีกราฟ

การหาผลเฉลยโดยวิธีกราฟนี้ จะเหมาะสำหรับปญหาที่มีตัวแปรตัดสินใจเพียงแค 2 ตัว
เทานั้น ซึ่งสรุปวิธีการหาผลเฉลยปญหากำหนดการเชิงเสน ดังนี้

1. นำขอจำกัดจากตัวแบบกำหนดการเชิงเสนมาเขียนกราฟบริเวณที่สอดคลองกับขอจำกัด เรียก
วา บริเวณผลเฉลยที่เปนไปไดของตัวแบบ

2. หาพิกัดของจุดมุของขอบบริเวณผลเฉลยที่เปนไปได

3. นำพิกัดของจุดมุมจากขอ 2 แทนคาในสมการเปาหมายหาผลเฉลยที่เหมาะสมที่สุด

ตัวอยางที่ 7.12 บริษัทเฟอรนิเจอรแหงหนึ่งกำลังตัดสินใจวาบริษัทควรจะผลิตโตะและเกาอี้เปนจำนวน
เทาใดจึงจะทำใหบริษัทมีกำไรมากที่สุด โดยในการผลิตเกอี้ 1 ตัวใชแผนไม 20 ฟุต และใชแรงงาน
ประกอบ 4 ชั่วโมง สำหรับการผลิตโตะ 1 ตัว ใชแผนไม 50 ฟุต และใชแรงงานประกอบ 3 ชั่วโมง ใน
การผลิตโตะและเกาอี้ บริษัทแผนไมอยูทั้งหมด 3,300 ฟุตและมีแรงงานอยู 380 ชั่วโมง หลังจากที่
ผลิตและนำออกขาย บริษัทจะไดกำไรจากการขายเกาอี้และโตะตัวละ 30 บาทและ 60 บาทตามลำดับ
บริษัทควรจะผลิตโตะและเกาอี้เปนจำนวนเทาใดจึงจะทำใหบริษัทไดกำไรสูงที่สุด
วิธีทำ สรางตัวแบบกำหนดการเชิงเสน

ให x แทน จำนวนเกาอี้ที่ผลิต
y แทน จำนวนโตะที่ผลิต
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P แทน จำนวนเงินกำไรที่ไดรับ
จะไดรับตัวแบบกำหนดการเชิงเสน ดังนี้

ฟงกชันจุดประสงค : สมการคาสูงสุดของ P
P = 30x+ 60y

อสมการเงื่อนไข : 20x+ 50y 6 3, 300

4x+ 3y 6 380

x > 0

y > 0

หาผลเฉลยของตัวแบบกำหนดการเชิงเสน

1. จากขอจำกัดนำมาเขียนกราฟหาบริเวณผลเฉลยที่เปนไปได ดังนี้

2. จากบริเวณผลเฉลยที่เปนไปได คือABCD จุดมุมที่อยูขอบมีพิกัดเปนA(0, 0), B(0, 66), C(65, 40)

และ D(95, 0)

3. หาผลเฉลยที่เหมาะสมที่สุด คือ คาสูงสุด ดังนี้

จุดมุม x y คาของ P = 30x+ 60y

A(0, 0) 0 0 0

B(0, 66) 0 66 3, 960

C(65, 40) 65 40 4, 350

D(95, 0) 95 0 2, 850
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จะไดวาจุด C ใหคา P สูงสุด จึงเปนจุดที่ใหผลเฉลยที่เหมาะสมที่สุด สรุปไดวา เพื่อใหไดกำไร
สูงที่สุดบริษัทควรผลิตเกาอี้ 65 ตัวและผลิตโตะ 40 ตัว โดยกำไรสูงที่สุดคือ 4, 350 ตัว

สำหรับเนื้อหาในบทนี้ผู เขียนไดเรียบเรียงเนื้อหาตั้งแตการพิจารณาตัวแบบของปญหา การเขียน
กราฟของสมการเชิงเสน ระบบสมการ การเขียนกราฟอสมการเชิงเสน ระบบอสมการ การเขียนกราฟ
อสมการเชิงเสน ตลอดจนการหาผลเฉลย เพื่อใหงายตอความเขาใจและสามารถนำไปแกปญหาเบื้อง
ตนได

กำหนดการเชิงเสนเปนเรื่องที่มีวัตถุประสงคในการเรียนรูที่ชัดเจนใชสำหรับประกอบการตัดสินใจ
ในชีวิตประจำวัน การดำเนินธุรกิจเบื้องตน การคำนวณหาตนทุนนอยที่สุด การคำนวณหากำไรมาก
ที่สุด โดยตองเรียนรูการสรางอสมการเงื่อนไขที่ทำความเขาใจคอนขางยาก รวมถึงการสรางกราฟเชิง
เสนอยางงาย แตหากเรียนเขาใจไดดีก็จะชวยการตัดสินใจเบื้องตนและเปนพื้นฐานการศึกษาความรูขั้น
สูงตอไป
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แบบฝกหัดทายบท

1. บริษัทผลิตโทรทัศนแหงหนึ่งตองการผลิตโทรทัศนทั้งชนิดขาวดำ และชนิดสี กำลังการผลิตของ
บริษัทแหงนี้ไมเกิน 800 เครื่องตอเดือน โดยมีตนทุนในการผลิตโทรทัศนขาวดำ เครื่องละ 2,500
บาทและชนิดสีเครื่องละ 3,500 บาท ในขณะเดียวกันบริษัทแหงนี้จะมีกำไร เครื่องละ 1,500
บาท สำหรับโทรทัศนขาวดำ และ 2,100 บาท สำหรับโทรทัศนสี ถาบริษัทแหงนี้กำหนดเงินทุน
ในการผลิตไวไมเกิน 2,500,000 บาทตอเดือน อยากทราบวาบริษัทแหงนี้ควรผลิตโทรทัศนขาว
ดำและสีอยางละกี่เครื่องตอเดือน จึงจะทำใหกำไรมากที่สุดและกำไรมากที่สดเปนเทาไร

2. โรงงานผลิตสินคาสองชนิด แตละวันจะใชเหล็ก 250 กิโลกรัม สินคาชนิดที่หนึ่งใชเหล็กชิ้นละ
10 กิโลกรัม ชนิดที่สองใชเหล็กชิ้นละ 25 กิโลกรัม และสำหรับเวลาที่ใชผลิตแตละวันมี 260
นาที ทั้งสองชนิดใช เวลาชิ้นละ 20 นาทีเทากัน สวนการทาสีมีเวลารวมวันละ 100 นาที ชนิด
แรกใชเวลาทาสีชิ้นละ 10 นาที ชนิดที่สองชิ้นละ 4 นาที ถาสินคาชนิดแรกกำไรชิ้นละ 30 บาท
ชนิดที่สองกำไรชิ้นละ 25 บาท ควรจะผลิตอยางละกี่ชิ้นใน 1 วันจึงไดกำไรสูงที่สุด

3. บริษัทผลิตวิทยุแหงหนึ่งผลิตวิทยุออกมา 2 รุน คือรุน A กับรุน B โดยที่รุน A มีกำไรเครื่องละ
250 บาท รุน B 300 บาท แตละวันตั้งใจจะผลิตรุน A ไมนอยกวา 80 เครื่อง รุน B ไมนอยกวา
100 เครื่อง แตผลิตไดรวมกันไมเกินวันละ 200 เครื่อง ควรจะผลิตอยางไรจึงจะไดกำไรสูงสุด
และ กำไรสูงสุดนั้นเปนเทาใด

4. โรงงานเฟอรนิเจอรทำตูและเตียงซึ่งจะใชแรงงานชางไมกับชางทาสี โดยตู 1 ใบชางไมใชเวลาทำ
15 ชั่วโมง ชางทาสีอีก 12 ชั่วโมง และเตียง 1 หลังชางไมใชเวลาทำ 5 ชั่วโมง ชางทาสี 4 ชั่วโมง
ถาแตละวันชางไมทุกคนชวยกันทำงานไดเวลารวมกันอยางมาก 60 ชั่วโมง ชางทาสีรวมกัน 40
ชั่วโมง สวนกำไรนั้นตูใบละ 500 บาท เตียงหลังละ 400 บาท ควรจะผลิตตูและเตียงอยางละ
เทาใด ตอวัน

5. ผูจัดการบริษัทตองการซื้อตูเก็บเอกสารใหมจำนวนหนึ่ง เขาสอบถามไดขอมูลวาตูยี่หอ A ราคา
ตูละ 400 บาท ใชพื้นที่วาง 6 ตารางฟุต จุเอกสารได 8 ลูกบาศกฟุต สวนตูยี่หอ B ราคาตูละ
800 บาท ใชพื้นที่วาง 8 ตารางฟุต จุเอกสารได 12 ลูกบาศกฟุต หากเขามีงบไมเกิน 5,600 บาท
และมี พื้นที่ไมเกิน 72 ตารางฟุต เขาควรจะซื้ออยางละกี่ตูเพื่อใหเก็บเอกสารไดมากที่สุด และ
ถามวาเก็บ เอกสารไดเทาใด

6. ตองการจางคนงานสองคนมาทำความสะอาดตู 5 ตู โตะ 12 ตัว และหิ้งหนังสือ 18 หิ้ง โดย คน
งานคนที่หนึ่งสามารถทำความสะอาดตูได 1 ตู โตะ 3 ตัว และหิ้งหนังสือ 3 หิ้งตอชั่วโมง คนที่
สองทำความสะอาดตู 1 ตู โตะ 2 ตัว และหิ้งหนังสือ 6 หิ้งตอชั่วโมง คาแรงคนที่หนึ่ง 25 บาท
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ตอ ชั่วโมง คาแรงคนที่สอง 22 บาทตอชั่วโมง ควรจะจางคนงานทั้งสองทำงานคนละกี่ชั่วโมง
เพื่อเสีย คาแรงนอยที่สุด

7. บริษัทแหงหนึ่งมีเหมืองอยู 2 แหง ในแตละวันเหมืองแรกผลิตแรเกรด A ได 1 ตัน เกรด B 3
ตัน และเกรด C 5 ตัน สวนเหมืองที่สองผลิตแรทั้งสามเกรดไดเกรดละ 2 ตันเทากัน หากบริษัท
ตองการผลิตแรสงลูกคาโดยเปนแรเกรด A 80 ตัน เกรด B 150 ตัน และเกรด C 200 ตัน ใหหา
วาบริษัทควรจะเปดเหมืองเพื่อผลิตแรแหงละกี่วันจึงจะเสียคาใชจายนอยที่สุด (คาใชจายในการ
ขุดแร แตละเหมืองเปน 6,000 บาทตอวัน เทากัน)

8. อาหารปลาชนิดแรกราคาถุงละ 6 บาท มีอัตราสวนระหวางโปรตีน ไขมัน และคารโบไฮเดรต
เทากับ 1 : 2 : 2 ในขณะที่อาหารปลาชนิดที่สองราคาถุงละ 4 บาท มีอัตราสวนเปน 1 : 1 :
5 ให หาอัตราสวนระหวางอาหารชนิดที่หนึ่งกับชนิดที่สองที่ผูเลี้ยงปลาควรจะซื้อ ถาอัตราสวน
ระหวาง โปรตีน ไขมัน และคารโบไฮเดรต ที่จำเปนตองใช ไมต่ำกวา 3 : 4 : 10
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