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โดยทั่วไปแลวผูที่ใหความสนใจทางดานคณิตศาสตรบริสุทธิ์จะรูจักนิยามของการดำเนินการทวิภาค
เปนอยางดี เนื่องจากเปนพื้นฐานในการเกิดระบบเชิงพีชคณิตนามธรรม ซึ่งเรียกระบบดังกลาววา กึ่งกรุป
หรือกรุป ขึ้นอยูกับวาระบบนั้นมีคุณสมบัติอยางไร เชนเดียวกันสำหรับระบบพีชคณิตไฮเพอร การดำเนินการ
แบบใหมที่เกิดขึ้นไดจากการขยายบทนิยามของการดำเนินการทวิภาค Samkhan H. & Wichayaporn J.
(2015 : 117-121) ไดเขียนนิยามการดำเนินการไฮเพอร และกึ่งไฮเพอรกรุป ดังนี้

บทนิยามที่ 1 กำหนดให H เปนเซตใด ๆ ที่ไมใชเซตวาง การดำเนินการไฮเพอร (hyper operation)
คือ ฟงกชัน ◦ : H × H → P ∗(H) โดยที่ P ∗(H) คือ เซตของเซตยอยทั้งหมดของ
H ที่ไมรวมเซตวาง

ถา A และ B เปนเซตยอยที่ไมใชเซตวางของ H และ x ∈ H จะนิยาม

A ◦B =
∪

a∈A,b∈B

a ◦ b, x ◦ A = {x} ◦ A และ A ◦ x = A ◦ {x}

บทนิยามที่ 2 กำหนดให H เปนเซตใด ๆ ที่ ไมใช เซตวาง กึ่งไฮเพอรกรุป (semihypergroup) คือ
ระบบ (H, ◦) โดยที่ ◦ เปนการดำเนินการไฮเพอร และ (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z)

สำหรับทุก x, y, z ∈ H

จากบทนิยามที่ 1 และบทนิยามที่ 2 หากระบบ (S, ∗) เปนกึ่งกรุป และ (H, ◦) เปนกึ่งไฮเพอร
กรุป จะสังเกตวาสองระบบนี้ตางกันที่ตัวดำเนินการ เนื่องการดำเนินการไฮเพอรขยายมาจากการดำเนินการ
ทวิภาค จึงสามารถกลาวไดวา กึ่งกรุปใด ๆ เปนกึ่งไฮเพอรกรุป สำคัญ ฮอบรรทัด (2559 : 103 - 117) ให
ตัวอยางกึ่งไฮเพอรกรุป ดังนี้
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ตัวอยางที่ 1 กำหนดให S = {0, 1} นิยามการดำเนินการ ∗ ดังตาราง

∗ 0 1

0 0 1

1 1 0

จงพิจารณาวา (S, ∗) เปนกึ่งกรุปหรือไม ถาเปนสามารถมองเปน กึ่งไฮเพอรกรุปไดอยางไร

วิธีทำ จากตารางการดำเนินการเห็นไดชัดวา (S, ∗) มีสมบัติปด พิจารณา
(0 ∗ 0) ∗ 0 = 0 ∗ 0 = 0 = 0 ∗ 0 = 0 ∗ (0 ∗ 0)

(0 ∗ 0) ∗ 1 = 0 ∗ 1 = 1 = 0 ∗ 1 = 0 ∗ (0 ∗ 1)

(0 ∗ 1) ∗ 0 = 1 ∗ 0 = 1 = 0 ∗ 1 = 0 ∗ (1 ∗ 0)

(1 ∗ 0) ∗ 0 = 1 ∗ 0 = 1 = 1 ∗ 0 = 1 ∗ (0 ∗ 0)

(0 ∗ 1) ∗ 1 = 1 ∗ 1 = 0 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (1 ∗ 0)

(1 ∗ 0) ∗ 1 = 1 ∗ 1 = 0 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (0 ∗ 1)

(1 ∗ 1) ∗ 0 = 0 ∗ 0 = 0 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (1 ∗ 0)

(1 ∗ 1) ∗ 1 = 0 ∗ 1 = 1 = 1 ∗ 0 = 1 ∗ (1 ∗ 1)

จึงไดวา (S, ∗) มีสมบัติการเปลี่ยนหมู
นั่นคือ (S, ∗) เปนกึ่งกรุป
ตอไปจะสรางการดำเนินการไฮเพอรจากการดำเนินการทวิภาค ดังนี้

◦ 0 1

0 {0} {1}
1 {1} {0}

เห็นไดชัดวา ◦ : S × S → P ∗(S) พิจารณา
(0 ◦ 0) ◦ 0 = {0} ◦ 0 = {0} = 0 ◦ {0} = 0 ◦ (0 ◦ 0)

(0 ◦ 0) ◦ 1 = {0} ◦ 1 = {1} = 0 ◦ {1} = 0 ◦ (0 ◦ 1)

(0 ◦ 1) ◦ 0 = {1} ◦ 0 = {1} = 0 ◦ {1} = 0 ◦ (1 ◦ 0)

(1 ◦ 0) ◦ 0 = {1} ◦ 0 = {1} = 1 ◦ {0} = 1 ◦ (0 ◦ 0)

(0 ◦ 1) ◦ 1 = {1} ◦ 1 = {0} = 1 ◦ {1} = 1 ◦ (1 ◦ 0)

(1 ◦ 0) ◦ 1 = {1} ◦ 1 = {0} = 1 ◦ {1} = 1 ◦ (0 ◦ 1)

(1 ◦ 1) ◦ 0 = {0} ◦ 0 = {0} = 1 ◦ {1} = 1 ◦ (1 ◦ 0)

(1 ◦ 1) ◦ 1 = {0} ◦ 1 = {1} = 1 ◦ {0} = 1 ◦ (1 ◦ 1)

จึงไดวา (S, ◦) มีสมบัติการเปลี่ยนหมู
นั่นคือ (S, ◦) เปนกึ่งไฮเพอรกรุป
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เมื่อพิจารณาตัวอยางที่ 1 จะพบวากึ่งกรุปใด ๆ สามารถมองเปนกึ่งไฮเพอรกรุปได ตอไปจะแนะนำ
ไฮเพอรกรุป ซึ่ง Hossein M. J., et al. (2011 : 51-55) ใหคำจำกัดความไฮเพอรกรุปดังบทนิยามที่ 3

บทนิยามที่ 3 กำหนดให (H, ◦) เปนกึ่งไฮเพอรกรุป จะกลาววา H เปนไฮเพอรกรุป (hypergroup)
ก็ตอเมื่อ H ◦ a = a ◦H = H สำหรับทุก ๆ a ∈ H

ตัวอยางที่ 2 กำหนดให G = {1,−1, i,−i} ⊆ C และนิยามการดำเนินการไฮเพอร ดังนี้

◦ 1 −1 i −i

1 {1,−1} {1,−1} G G

−1 {1,−1} {1,−1} G G

i G G {i,−i} {i,−i}
−i G G {i,−i} {i,−i}

จงพิจารณาวา (G, ◦) เปนไฮเพอรกรุปหรือไม

วิธีทำ (G, ◦) เปนกึ่งไฮเพอรกรุป (สำคัญ ฮอบรรทัด, 2559 : 103 - 117) พิจารณา
1 ◦G = 1 ◦ 1 ∪ 1 ◦ (−1) ∪ 1 ◦ i ∪ 1 ◦ (−i)

= {1,−1} ∪ {1,−1} ∪G ∪G

= G

G ◦ 1 = 1 ◦ 1 ∪ (−1) ◦ 1 ∪ i ◦ 1 ∪ (−i) ◦ 1
= {1,−1} ∪ {1,−1} ∪G ∪G

= G

(−1) ◦G = (−1) ◦ 1 ∪ (−1) ◦ (−1) ∪ (−1) ◦ i ∪ (−1) ◦ (−i)

= {1,−1} ∪ {1,−1} ∪G ∪G

= G

G ◦ (−1) = 1 ◦ (−1) ∪ (−1) ◦ (−1) ∪ i ◦ (−1) ∪ (−i) ◦ (−1)

= {1,−1} ∪ {1,−1} ∪G ∪G

= G

i ◦G = i ◦ 1 ∪ i ◦ (−1) ∪ i ◦ i ∪ i ◦ (−i)

= G ∪G ∪ {i,−i} ∪ {i,−i}
= G

G ◦ i = 1 ◦ i ∪ (−1) ◦ i ∪ i ◦ i ∪ (−i) ◦ i
= G ∪G ∪ {i,−i} ∪ {i,−i}
= G
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(−i) ◦G = (−i) ◦ 1 ∪ (−i) ◦ (−1) ∪ (−i) ◦ i ∪ (−i) ◦ (−i)

= G ∪G ∪ {i,−i} ∪ {i,−i}
= G

G ◦ (−i) = 1 ◦ (−i) ∪ (−1) ◦ (−i) ∪ i ◦ (−i) ∪ (−i) ◦ (−i)

= G ∪G ∪ {i,−i} ∪ {i,−i}
= G

ดังนั้น (G, ◦) เปนกึ่งไฮเพอรกรุป

เมื่อพิจารณาตารางการดำเนินการในตัวอยางที่ 2 พบวา เมื่อนำสมาชิกแตละแถวหรือแตละหลักมา
ยูเนียนจะไดเทากับ G นับวาเปนวิธีตรวจสอบความเปนไฮเพอรกรุปได แตสิ่งหนึ่งที่นาสังเกต คือ เอกลักษณ
และตัวผกผันจะนิยามอยางไร Samkhan H. (2009 : 3 - 4) ไดเขียนนิยามของเอกลักษณ และตัวผกผันบน
ระบบไฮเพอรไว ดังนี้

บทนิยามที่ 4 กำหนดให (H, ◦) เปนกึ่งไฮเพอรกรุป และ e ∈ H จะเรียก e วาเอกลักษณของ (H, ◦)
ถา x ∈ (x ◦ e) ∩ (e ◦ x) สำหรับทุก x ∈ H และจะเรียก e วาเอกลักษณสเกลาร
(scalar identity) ของ (H, ◦) ถา (x ◦ e) ∩ (e ◦ x) = {x} สำหรับทุก x ∈ H

ตัวอยางที่ 3 กำหนดให G = {1,−1, i,−i} ⊆ C และนิยามการดำเนินการไฮเพอร ดังนี้

◦ 1 −1 i −i

1 {1,−1} {1,−1} G G

−1 {1,−1} {1,−1} G G

i {1} {−1} {i,−i} {i,−i}
−i {1} {−1} {i,−i} {i,−i}

จงพิจารณาวา (G, ◦) เปนกึ่งไฮเพอรกรุปที่มีเอกลักษณหรือไม และมีเอกลักษณสเกลาร
หรือไมอยางไร

วิธีทำ (G, ◦) เปนกึ่งไฮเพอรกรุป (สำคัญ ฮอบรรทัด, 2559 : 103 - 117)
พิจารณา i /∈ i ◦ 1 และ i /∈ i ◦ (−1) ดังนั้น 1 และ −1 ไมใชเอกลักษณ
พิจารณา 1 ∈ G = 1 ◦ i และ 1 ∈ {1} = i ◦ 1

(−1) ∈ G = (−1) ◦ i และ −1 ∈ {−1} = i ◦ (−1)

−i ∈ {i,−i} = i ◦ (−i) และ −i ∈ {i,−i} = (−i) ◦ (i)
i ∈ {i,−i} = i ◦ i

ดังนั้น i เปนเอกลักษณของ (G, ◦)
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พิจารณา 1 ∈ G = 1 ◦ (−i) และ 1 ∈ {1} = (−i) ◦ 1
(−1) ∈ G = (−1) ◦ (−i) และ −1 ∈ {−1} = (−i) ◦ (−1)

i ∈ {i,−i} = i ◦ (−i) และ i ∈ {i,−i} = (−i) ◦ (i)
(−i) ∈ {i,−i} = (−i) ◦ (−i)

ดังนั้น (−i) เปนเอกลักษณของ (G, ◦)
นั่นคือ i และ −i เปนเอกลักษณของ (G, ◦)

ตัวอยางที่ 3 เปนตัวอยางที่แสดงใหเห็นวา เอกลักษณสามารถมีไดหลายตัว นอกจากนี้เอกลักษณ
ทั้งสองตัวยังไมใชเอกลักษณสเกลาร ในตัวอยางที่ 4 จะเปนตัวอยางของเอกลักษณสเกลาร ดังนี้

ตัวอยางที่ 4 กำหนดให G = {1,−1, i,−i} ⊆ C และนิยามการดำเนินการไฮเพอร ดังนี้

◦ 1 −1 i −i

1 {1,−1} {1,−1} {1} {1}
−1 {1,−1} {1,−1} {−1} {−1}
i G G {i,−i} {i,−i}

−i G G {i,−i} {i,−i}

จงพิจารณาวา (G, ◦) เปนกึ่งไฮเพอรกรุปหรือไม และถากำหนดให I = {1,−1} แลว
I เปนกึ่งไฮเพอรไอดีลของ G หรือไม อยางไร

วิธีทำ จากตารางการดำเนินการจะไดวา ◦ : G×G → P ∗(G)

จึงสรุปไดวา ◦ เปนการดำเนินการไฮเพอร
พิจารณาคุณสมบัติการเปลี่ยนหมู ดังนี้
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x y z x ◦ y y ◦ z (x ◦ y) ◦ z x ◦ (y ◦ z)
1 1 1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
1 1 −1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
1 1 i {1,−1} {1} {1,−1} {1,−1}
1 1 −i {1,−1} {1} {1,−1} {1,−1}
1 −1 1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
1 −1 −1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
1 −1 i {1,−1} {−1} {1,−1} {1,−1}
1 −1 −i {1,−1} {−1} {1,−1} {1,−1}
1 i 1 {1} G {1,−1} {1,−1}
1 i −1 {1} G {1,−1} {1,−1}
1 i i {1} {i,−i} G G

1 i −i {1} {i,−i} G G

1 −i 1 {1} G {1,−1} {1,−1}
1 −i −1 {1} G {1,−1} {1,−1}
1 −i i {1} {i,−i} {1} {1}
1 −i −i {1} {i,−i} {1} {1}
−1 1 1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
−1 1 −1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
−1 1 i {1,−1} {1} {1,−1} {1,−1}
−1 1 −i {1,−1} {1} {1,−1} {1,−1}
−1 −1 1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
−1 −1 −1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
−1 −1 i {1,−1} {−1} {1,−1} {1,−1}
−1 −1 −i {1,−1} {−1} {1,−1} {1,−1}
−1 i 1 {−1} G {1,−1} {1,−1}
−1 i −1 {−1} G {1,−1} {1,−1}
−1 i i {−1} {i,−i} {−1} {−1}
−1 i −i {−1} {i,−i} {−1} {−1}
−1 −i 1 {−1} G {1,−1} {1,−1}
−1 −i −1 {−1} G {1,−1} {1,−1}
−1 −i i {−1} {i,−i} {−1} {−1}
−1 −i −i {−1} {i,−i} {−1} {−1}
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x y z x ◦ y y ◦ z (x ◦ y) ◦ z x ◦ (y ◦ z)
i 1 1 G {1,−1} {1,−1} {1,−1}
i 1 −1 G {1,−1} {1,−1} {1,−1}
i 1 i G {1} G G

i 1 −i G {1} G G

i −1 1 G {1,−1} G G

i −1 −1 G {1,−1} G G

i −1 i G {−1} G G

i −1 −i G {−1} G G

i i 1 {i,−i} G G G

i i −1 {i,−i} G G G

i i i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
i i −i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
i −i 1 {i,−i} G G G

i −i −1 {i,−i} G G G

i −i i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
i −i −i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
−i 1 1 G {1,−1} G G

−i 1 −1 G {1,−1} G G

−i 1 i G {1} G G

−i 1 −i G {1} G G

−i −1 1 G {1,−1} G G

−i −1 −1 G {1,−1} G G

−i −1 i G {−1} G G

−i −1 −i G {−1} G G

−i i 1 {i,−i} G G G

−i i −1 {i,−i} G G G

−i i i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
−i i −i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
−i −i 1 {i,−i} G G G

−i −i −1 {i,−i} G G G

−i −i i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
−i −i −i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}

7



วารสารวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี ปที่ 32 ฉบับที่ 2

ดังนั้น (G, ◦) มีสมบัติการเปลี่ยนหมู
นั่นคือ (G, ◦) เปนกึ่งไฮเพอรกรุป
พิจารณา

I ◦G = {1,−1} ◦ {1,−1, i,−i}
= 1 ◦ 1 ∪ 1 ◦ −1 ∪ 1 ◦ i ∪ 1 ◦ −i ∪ −1 ◦ 1 ∪ −1 ◦ −1

∪ − 1 ◦ i ∪ −1 ◦ −i

= {1,−1} ∪ {1} ∪ {−1}
= {1,−1} ⊆ I

จากบทนิยามที่ 4 จะไดวา I เปนไฮเพอรไอดีลขวาของ G
แต G ◦ I = G ̸⊆ I

ดังนั้น I ไมเปนไฮเพอรไอดีลซายของ G
นั่นคือ I ไมเปนไฮเพอรไอดีลของ G

ตัวอยางที่ 4 เปนตัวอยางที่แสดงใหเห็นวา มีเซตยอยที่เปนเฉพาะไอดีลขวาเทานั้น ตอไปจะแสดง
การมีอยูของเซตยอยที่เปนไอดีลดังตัวอยางที่ 5

ตัวอยางที่ 5 กำหนดให G = {1,−1, i,−i} ⊆ C และนิยามการดำเนินการไฮเพอร ดังนี้

◦ 1 −1 i −i

1 {1,−1} {1,−1} {1} {1}
−1 {1,−1} {1,−1} {−1} {−1}
i {1} {−1} {i,−i} {i,−i}

−i {1} {−1} {i,−i} {i,−i}

จงพิจารณาวา (G, ◦) เปนกึ่งไฮเพอรกรุปหรือไม และถากำหนดให I = {1,−1} แลว
I เปนกึ่งไฮเพอรไอดีลของ G หรือไม อยางไร

วิธีทำ จากตารางการดำเนินการจะไดวา ◦ : G×G → P ∗(G)

จึงสรุปไดวา ◦ เปนการดำเนินการไฮเพอร
พิจารณาคุณสมบัติการเปลี่ยนหมู ดังนี้
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x y z x ◦ y y ◦ z (x ◦ y) ◦ z x ◦ (y ◦ z)
1 1 1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
1 1 −1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
1 1 i {1,−1} {1} {1,−1} {1,−1}
1 1 −i {1,−1} {1} {1,−1} {1,−1}
1 −1 1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
1 −1 −1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
1 −1 i {1,−1} {−1} {1,−1} {1,−1}
1 −1 −i {1,−1} {−1} {1,−1} {1,−1}
1 i 1 {1} {1} {1,−1} {1,−1}
1 i −1 {1} {−1} {1,−1} {1,−1}
1 i i {1} {i,−i} {1} {1}
1 i −i {1} {i,−i} {1} {1}
1 −i 1 {1} {1} {1,−1} {1,−1}
1 −i −1 {1} {−1} {1,−1} {1,−1}
1 −i i {1} {i,−i} {1} {1}
1 −i −i {1} {i,−i} {1} {1}
−1 1 1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
−1 1 −1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
−1 1 i {1,−1} {1} {1,−1} {1,−1}
−1 1 −i {1,−1} {1} {1,−1} {1,−1}
−1 −1 1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
−1 −1 −1 {1,−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
−1 −1 i {1,−1} {−1} {1,−1} {1,−1}
−1 −1 −i {1,−1} {−1} {1,−1} {1,−1}
−1 i 1 {−1} {1} {1,−1} {1,−1}
−1 i −1 {−1} {−1} {1,−1} {1,−1}
−1 i i {−1} {i,−i} {−1} {−1}
−1 i −i {−1} {i,−i} {−1} {−1}
−1 −i 1 {−1} {1} {1,−1} {1,−1}
−1 −i −1 {−1} {−1} {1,−1} {1,−1}
−1 −i i {−1} {i,−i} {−1} {−1}
−1 −i −i {−1} {i,−i} {−1} {−1}
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x y z x ◦ y y ◦ z (x ◦ y) ◦ z x ◦ (y ◦ z)
i 1 1 {1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
i 1 −1 {1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
i 1 i {1} {1} {1} {1}
i 1 −i {1} {1} {1} {1}
i −1 1 {−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
i −1 −1 {−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
i −1 i {−1} {−1} {−1} {−1}
i −1 −i {−1} {−1} {−1} {−1}
i i 1 {i,−i} {1} {1} {1}
i i −1 {i,−i} {−1} {−1} {−1}
i i i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
i i −i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
i −i 1 {i,−i} {1} {1} {1}
i −i −1 {i,−i} {−1} {−1} {−1}
i −i i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
i −i −i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
−i 1 1 {1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
−i 1 −1 {1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
−i 1 i {1} {1} {1} {1}
−i 1 −i {1} {1} {1} {1}
−i −1 1 {−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
−i −1 −1 {−1} {1,−1} {1,−1} {1,−1}
−i −1 i {−1} {−1} {−1} {−1}
−i −1 −i {−1} {−1} {−1} {−1}
−i i 1 {i,−i} {1} {1} {1}
−i i −1 {i,−i} {−1} {−1} {−1}
−i i i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
−i i −i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
−i −i 1 {i,−i} {1} {1} {1}
−i −i −1 {i,−i} {−1} {−1} {−1}
−i −i i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
−i −i −i {i,−i} {i,−i} {i,−i} {i,−i}
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ดังนั้น (G, ◦) มีสมบัติการเปลี่ยนหมู
นั่นคือ (G, ◦) เปนกึ่งไฮเพอรกรุป
พิจารณา

G ◦ I = {1,−1, i,−i} ◦ {1,−1}
= 1 ◦ 1 ∪ −1 ◦ 1 ∪ i ◦ 1 ∪ −i ◦ 1 ∪ 1 ◦ −1 ∪ −1 ◦ −1

∪i ◦ −1 ∪ −i ◦ −1

= {1,−1} ∪ {1} ∪ {−1}
= {1,−1} ⊆ I

และ
I ◦G = {1,−1} ◦ {1,−1, i,−i}

= 1 ◦ 1 ∪ 1 ◦ −1 ∪ 1 ◦ i ∪ 1 ◦ −i ∪ −1 ◦ 1 ∪ −1 ◦ −1

∪ − 1 ◦ i ∪ −1 ◦ −i

= {1,−1} ∪ {1} ∪ {−1}
= {1,−1} ⊆ I

จากบทนิยามที่ 4 จะไดวา I เปนไฮเพอรไอดีลของ G
---------------------------------------------
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