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บทนำ (Introduction)
ระบบไฮเปอรเกิดขึ้นครั้งแรกในป ค.ศ. 1934 โดยนักคณิตศาสตรชาวฝรั่งเศสชื่อ F.marty เขาได

สรางนิยามไฮเปอรกรุป (hypergroups) ขึ้นจากบทนิยามของกรุป (groups) นักวิจัยหลายคนจากหลาย
สถาบันทั่วโลกชวยกันพัฒนาตอยอดขึ้น จนเกิดรูปแบบของไฮเปอรมากมาย เชน ไฮเปอรริง (hyperring)
กึ่งไฮเปอรกรุป (semihypergroup) กึ่งไฮเปอรริง (semihyperring) กึ่งไฮเปอรฟลด (semihyperfields)
ไฮเปอรฟลด (hyperfields) ไฮเปอรโมดูล (hypermodules) เปนตน นักวิจัยคณิตศาสตรไดจัดการประชุม
วิชาการระหวางประเทศเพื่อพัฒนาระบบไฮเปอรอยางตอเนื่อง ในป ค.ศ. 1978 จัดขึ้นที่เมือง Taormina
ประเทศ Italy ป ค.ศ. 1990 จัดขึ้นที่เมือง xanthi ประเทศ Greece ป ค.ศ.1993 จัดขึ้นที่เมือง iasi ประเทศ
Romania ป ค.ศ.1996 จัดขึ้นที่ เมือง prague ประเทศ Czech republic ป ค.ศ. 1999 จัดขึ้นที่ เมือง
Taormina ประเทศ Italy ป ค.ศ. 2003 จัดขึ้นที่เมือง samotraki ประเทศ Greece และ ในป ค.ศ. 2005
จัดขึ้นที่เมือง mazandaran ประเทศ Iran ในปค.ศ. 2008 จัดขึ้นที่เมือง Brno ประเทศ Czech Republic
ในปค.ศ. 2011 จัดขึ้นที่เมือง Cheti - Pescara ประเทศ Italy ลาสุดจัดขึ้นที่เมือง xanthi ประเทศ Greece
ในปค.ศ.2014 ทำใหเห็นวาการประชุมเพื่อวิจัยระบบไฮเปอรมีการพัฒนาอยางไมมีที่สิ้นสุด ชี้ชัดถึงการวิจัย
องคความรูที่สำคัญ วัตถุประสงคหลักของการคนหาและเรียนรูเรื่องระบบของไฮเปอรเพื่อศึกษาการรูปแบบ
เปลี่ยนแปลงเชิงเสนและเซตที่มีความซับซอนยิ่งขึ้นนั่นเอง

สำหรับดีสครีตไฮเปอรกรุปนั้น เปนไฮเปอรกรุปชนิดหนึ่งที่มีการดำเนินการเฉพาะ มีงานวิจัยหลาย
ชิ้นที่กลาวถึงไฮเปอรกรุปชนิดนี้ ผูเขียนคิดวาดีสครีตไฮเปอรกรุปยังสามารถศึกษาและทำวิจัยเพิ่มเติมได จึง
หยิบขึ้นมาแนะนำใหนักคณิตศาสตรหรือผูสนใจไดรูจัก แตจะกลาวถึงในสวนสุดทาย เนื่องจากจำเปนอยาง
ยิ่งที่ตองรูจักกรุป และไฮเปอรกรุปกอน โดยผู เขียนจะแนะนำกรุป ตามดวยไฮเปอรกรุป พรอมทั้งแสดง
ตารางเปรียบเทียบความแตกตาง รวมถึงใหตัวอยางที่งายตอความเขาใจ และสุดทายจึงใหนิยามของดีสครีต
ไฮเปอรกรุป พรอมทั้งตัวอยางตามลำดับ
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1อาจารยประจำสาขาวิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏบุรีรัมย
2นักศึกษาปริญญาตรี สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏบุรีรัมย
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ความรูพื้นฐาน (Preliminaries)
ดังที่กลาวในบทนำไปแลววา กอนที่เราจะเรียนรูระบบดิสครีตไฮเปอรกรุปเราตองมีความรูพื้นฐาน

ของกรุปและไฮเปอรกรุปกอน ดังนี้

บทนิยามที่ 1 กำหนดให A เปนเซตที่ไมใชเซตวาง จะเรียก ∗ วาเปนการดำเนินการทวิภาค (binary
operations) บน A ก็ตอเมื่อ ∗ เปนฟงกชันจาก A× A ไปยัง A

จากบทนิยามที่ 1 อาจกลาวไดวา การดำเนินการทวิภาค ∗ บนเซต A เปนกฎ (rule) ซึ่งกำหนดวา
ทุกคูอันดับ (a, b) ∈ A × A ตองไปเกี่ยวของกับสมาชิกของ A ไดเพียงตัวเดียวเทานั้น เชน การบวกและ
การคูณ เปนการดำเนินการทวิภาคบน R แตการหารไมเปนการดำเนินการทวิภาคบน R ทั้งนี้เพราะวาถา
(a, b) ∈ R× R โดยที่ b = 0 แลว a

b
/∈ R นอกจากนี้ การลบไมเปนการดำเนินการทวิภาคบน Z+ ทั้งนี้

เพราะวา ถา (a, b) ∈ Z+ × Z+ โดยที่ a < b แลวจะไดวา (a− b) /∈ Z+

การดำเนินการทวิภาคนับวามีความสำคัญกับกรุปมาก เนื่องจากกรุป คือระบบทางคณิตศาสตรที่
ประกอบดวยเซต และตัวดำเนินการที่เปนตัวดำเนินการทวิภาค พรอมทั้งคุณสมบัติอีก 4 ขอตามนิยามถัดไป

บทนิยามที่ 2 กำหนดให G เปนเซตไมใชเซตวาง และ ∗ เปนการดำเนินการทวิภาคบนเซต G จะเรียก
(G, ∗) วากรุป (group) ก็ตอเมื่อ

1. (G, ∗) มีสมบัติปด : สำหรับทุกๆ a, b ∈ G จะไดวา a ∗ b ∈ G

2. (G, ∗) มีสมบัติการเปลี่ยนหมู : สำหรับทุกๆ a, b, c ∈ G, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)

3. สมบัติการมีเอกลักษณ (indentity property) : จะตองมีสมาชิก e ∈ G ที่ทำให a∗e = a = e∗a
สำหรับทุกๆ a ∈ G และจะเรียกสมาชิก e นี้วา สมาชิกเอกลักษณ (indentity element)

4. สมบัติการมีตัวผกผัน (inverse property) : สำหรับแตละ a ∈ G จะมี b ∈ G ที่ทำให a ∗ b =
e = b ∗ a และจะเรียกสมาชิก b วาสมาชิกผกผัน (inverse element) ของ a

ขอสังเกต กรุปไมใชเพียงแคเซต G เทานั้น แตกรุปกระกอบไปดวยเซต G และตัวดำเนินการทวิภาคที่
สอดคลางคุณสมบัติทั้ง 4 ขอขางตน ดังนั้นเมื่อกลาวถึงกรุปจะตองพึงระลึกเสมอวาการดำเนินการทวิภาคที่
ใชนั้นคืออะไร
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ตัวอยางที่ 3 กำหนดให G = {e, a, b, c} และการดำเนินการทวิภาค∗ บนเซต G ดังตอไปนี้

∗ e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

หากตองการพิจารณาวา (G, ∗) เปนกรุปหรือไม ตองพิจารณาคุณสมบัติทั้ง 4 ขอ ดังนี้

1. (G, ∗) มีคุณสมบัติปด
เพราะจากตารางการดำเนินการทวิภาค ∗ บนเซตของG จะไดวาสำหรับทุก ๆ x, y ∈ G, x∗y ∈ G

2. (G, ∗) มีคุณสมบัติการเปลี่ยนหมู
โดยการแจงกรณี

x y z x ∗ y y ∗ z (x ∗ y) ∗ z x ∗ (y ∗ z)
e e e e e e e

e e a e a a a

e a b a c c c

e a c a b b b

e b e b b b b

e b a b c c c

e c b c a a a

e c c c e e e

a e e a e a a

a e a a a e e

a a b e c b b

a a c e b c c

a b e c b c c

a b a c c b b

a c b b a e e

a c c b e a a

b e e b e b b

b e a b a c c

b a b c c a a

b a c c b e e
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x y z x ∗ y y ∗ z (x ∗ y) ∗ z x ∗ (y ∗ z)
b b e e b e e

b b a e c a a

b c b a a c c

b c c a e b b

c e e c e c c

c e a c a b b

c a b b c e e

c a c b b a a

c b e a b a a

c b a a c e e

c c b e a b b

c c c e e c c

จากตารางจะไดวาสำหรับแตละ x, y, z ∈ G, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)

3. (G, ∗) มีคุณสมบัติการมีเอกลักษณ
เพราะจากตารางการดำเนินการทวิภาค ∗ บนเซตของ G จะมี e เปนสมาชิกเอกลักษณโดยสำหรับ
ทุก x ∈ G, x ∗ e = e ∗ x = x

4. (G, ∗) มีคุณสมบัติการมีตัวผกผัน
เพราะจากตารางการดำเนินการทวิภาค ∗ บนเซตของ G จะไดวา e∗ e = e , a∗a = e , b∗ b = e

และ c ∗ c = e ดังนั้น e, a, b, c เปนตัวผกผันของ e, a, b, c ตามลำดับ

จากทั้ง 4 ขอจึงสรุปไดวา (G, ∗) เปนกรุป

ตัวอยางที่ 4 ระบบพีชคณิต (R,+) เปนกรุป เพราะวา

1. สมบัติปด : สำหรับทุกๆ a, b ∈ R

2. สมบัติการเปลี่ยนหมู : สำหรับทุกๆ a, b, c ∈ R จะไดวา (a+ b) + c = a+ (b+ c)

3. สมบัติการมีเอกลักษณ : มีจำนวนจริง 0 ที่ทำให a+ 0 = a = 0 + a สำหรับทุกๆ a ∈ R

4. สมบัติการมีตัวผกผัน : สำหรับแตละ a ∈ R จะมีจำนวนจริง –a ที่ทำให a + (−a) = 0 =

(−a) + a

เมื่อรูจักกรุปแลว การทำความรูจักกับไฮเปอรกรุปก็จะไมยาก เนื่องจากไฮเปอรกรุปขยายแนว
ความคิดมาจากกรุป

68



วารสารวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี ปที่ 31 ฉบับที่ 2

ไฮเปอรกรุปเปนโครงสรางทางคณิตศาสตร ที่ประกอบดวยเซตที่ไมใชเซตวาง และการดำเนินการ
ไฮเปอร (hyper operation) ที่สอดคลองกับคุณสมบัติ 4 ขอ มีลักษณะคลายคลึงกับ 4 ขอในกรุปแตตางกัน
ที่ตัวดำเนินการจึงทำใหคุณสมบัติแตละขอแตกตางกันไปดวย

บทนิยามที่ 5 ให A เปนเซตใดๆที่ไมวาง เพาเวอรของเซต A คือเซตที่มีสมาชิกเปนสับเซตทั้งหมดของ A
เขียนแทนดวย P (A) และกำหนดให P ∗(A) = P (A)− {∅} นั่นคือ เซตของเพาเวอรเซต A ที่ไมรวม
เซตวาง

ตัวอยางที่ 6 กำหนดให A = {a, b, c}

สับเซตทั้งหมดของ A คือ ∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}

ดังนั้น P (A) = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}

นั่นคือ P ∗(A) = {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}

เชนเดียวกับกรุปที่ตองพูดถึงตัวดำเนินการกอน ไฮเปอรกรุปก็เชนเดียวกัน จะพิจารณาตัวดำเนิน
การกอน ซึ่งตัวดำเนินการในไฮเปอรกรุปจะเรียกวาตัวดำเนินการไฮเปอร ดังนิยามขางลางนี้

บทนิยามที่ 7 กำหนดให H เปนเซตที่ไมใชเซตวาง จะเรียก ◦ วาเปนการดำเนินการไฮเปอร (hyper
operations) บน H ก็ตอเมื่อ ◦ เปนฟงกชันจาก H ×H ไปยัง P ∗(H)

จากบทนิยามที่ 7 จะพบวาการดำเนินการไฮเปอรนั้นครอบคลุมการดำเนินการทวิภาค เมื่อเรามอง
ผลการดำเนินการเปนสับเซตที่มีสมาชิกเพียงตัวเดียว

บทนิยามที่ 8 กำหนดให H เปนเซตที่ไมวางและ ◦ เปนการดำเนินการไฮเปอร จะกลาววาระบบ (H, ◦)
คือ ไฮเปอรกรุปพอยด (hypergroupoid) ถา A และ B เปนสับเซตที่ไมใชเซตวางของ H และ x ∈ H

แลว A ◦B =
∪

a∈A,b∈B

a ◦ b; x ◦ A = {x} ◦ A และ A ◦ x = A ◦ {x}

จากบทนิยามที่ 8 จะเห็นจุดเริ่มตนที่แตกตางระหวางตัวดำเนินการ แตเซตยังคงเดิมไมเปลี่ยนแปลง
ดังนั้น ระบบพีชคณิตแบบไฮเปอรไมวาการขยายทฤษฎีอะไรจะมองที่ตัวดำเนินการกอน สำหรับบทนิยามถัด
ไปจะเปนบทนิยามของไฮเปอรกรุป ดังนี้
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บทนิยามที่ 9 กำหนดให H เปนเซตไมวาง และ ◦ เปนการดำเนินการไฮเปอรบนเซตของ H จะเรียก
(H, ◦) วาเปนไฮเปอรกรุป ก็ตอเมื่อ

1. (H, ◦) มีคุณสมบัติปด (closure property) :
สำหรับทุกสับเซต A และ B ของ H จะไดวา A ◦B ∈ P ∗(H)

2. (H, ◦) มีคุณสมบัติการเปลี่ยนหมู (associative property) :
สำหรับทุก a, b, c ∈ H, (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)

3. (H, ◦) มีคุณสมบัติการมีเอกลักษณ (identity property) :
มีสมาชิก e เปนสมาชิกเอกลักษณ (identity) ของ (H, ◦) นั่นคือ จะมีสมาชิก e ∈ H ที่ทำให
x ∈ (x ◦ e ∩ e ◦ x) สำหรับทุก x ∈ H หรือ มีสมาชิก e เปนสมาชิกเอกลักษณคงตัว (scalar
identity) ของ (H, ◦) นั่นคือ จะมีสมาชิก e ∈ H ที่ทำให(x ◦ e ∩ e ◦ x) = {x} สำหรับทุก
x ∈ H และจะมีสมาชิกเอกลักษณคงตัวเพียงตัวเดียวเทานั้นใน H

4. (H, ◦) มีคุณสมบัติการมีตัวผกผัน (inverse property) : สำหรับแตละ a ∈ H จะไดวามี b ∈ H

เปนสมาชิกผกผัน (inverse element) ของ a ก็ตอเมื่อ e ∈ (a◦b)∩(b◦a) โดยที่ e เปนสมาชิก
เอกลักษณ

ตัวอยางถัดไปถือวาเปนตัวอยางที่งายตอความเขาใจลักษณะของไฮเปอรกรุป

ตัวอยางที่ 10 กำหนดให H = {0, x} โดยที่ x ̸= 0 นิยามการดำเนินการไฮเปอร ◦ บน H ดังนี้

◦ 0 x

0 {0} {x}
x {x} H

เห็นไดชัดวา (H, ◦) เปนไฮเปอรกรุป

ตัวอยางถัดไปจะเพิ่มความยากของตัวดำเนินการขึ้นมา เพื่อใหทราบวาการจะแสดงวาเปนไฮเปอร
กรุปนั้นคอนขางยากและซับซอนกวาการแสดงวาเปนกรุปมากหากพิจารณาลักษณะเซตและการดำเนินการ
ที่คลายคลึงกัน
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ตัวอยางที่ 11 กำหนดให H = {e, x, y, z} และการดำเนินการไฮเปอร (hyper operation) ◦ บนเซต H

ดังตอไปนี้

◦ e x y z

e {e} {x} {y} {z}
x {x} {e, x} {x, y} {x, z}
y {y} {x, y} {e, y} {y, z}
z {z} {x, z} {y, z} {e, z}

เราสามารถแสดงวา (H, ◦) เปนไฮเปอรกรุปโดยพิจารณาเปนขอๆ ดังนี้

1. (H, ◦) มีคุณสมบัติปด
จากตารางการดำเนินการไฮเปอร ◦ บนเซตของ H พบวา สำหรับทุก ๆ A และ B ที่เปนสับเซตของ
H จะไดวา A ◦B ∈ P ∗(H)

2. (H, ◦) มีคุณสมบัติการเปลี่ยนหมู
โดยการแจงกรณี

a b c a ◦ b b ◦ c (a ◦ b) ◦ c a ◦ (b ◦ c)
e e e {e} {e} {e} {e}
e e x {x} {x} {x} {x}
e x y {x} {x, y} {x, y} {x, y}
e x z {x} {x, z} {x, z} {x, z}
e y e {y} {y} {y} {y}
e y x {y} {x, y} {x, y} {x, y}
e z y {z} {y, z} {y, z} {y, z}
e z z {z} {e, z} {e, z} {e, z}
x e e {x} {e} {x} {x}
x e x {x} {x} {e, x} {e, x}
x x y {e, x} {x, y} {e, x, y} {e, x, y}
x x z {e, x} {x, z} {e, x, z} {e, x, z}
x y e {x, y} {y} {x, y} {x, y}
x y x {x, y} {x, y} {e, x, y} {e, x, y}
x z y {x, z} {y, z} {x, y, z} {x, y, z}
x z z {x, z} {e, z} {e, x, z} {e, x, z}
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a b c a ◦ b b ◦ c (a ◦ b) ◦ c a ◦ (b ◦ c)
y e e {y} {e} {y} {y}
y e x {y} {x} {x, y} {x, y}
y x y {x, y} {x, y} {e, x, y} {e, x, y}
y x z {x, y} {x, z} {x, y, z} {x, y, z}
y y e {e, y} {e} {e, y} {e, y}
y y x {e, y} {x, y} {e, x, y} {e, x, y}
y z y {y, z} {y, z} {e, y, z} {e, y, z}
y z z {y, z} {e, z} {e, y, z} {e, y, z}
z e e {z} {z} {z} {z}
z e x {z} {x} {x, z} {x, z}
z x y {x, z} {x, y} {x, y, z} {x, y, z}
z x z {x, z} {x, z} {e, x, z} {e, x, z}
z y e {y, z} {y} {y, z} {y, z}
z y x {z, y} {x, y} {x, y, z} {x, y, z}
z z y {e, z} {y, z} {e, y, z} {e, y, z}
z z z {e, z} {e, z} {e, z} {e, z}

สำหรับทุก a, b, c ∈ H, (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)

3. (H, ◦) มีคุณสมบัติการมีเอกลักษณ
เพราะจากตารางการดำเนินการไฮเปอร ◦ บนเซตของ H จะไดวา
จะมี e เปน (scalar identity) ของ (H, ◦) สำหรับทุก a ∈ H, a ◦ e ∩ e ◦ a = {a}

4. (H, ◦) มีคุณสมบัติการมีตัวผกผัน
เพราะจากตารางการดำเนินการไฮเปอร ◦ บนเซตของ H จะไดวา e ∈ (e ◦ e) ∩ (e ◦ e) ,
e ∈ (x ◦ x) ∩ (x ◦ x) , e ∈ (y ◦ y) ∩ (y ◦ y) และ e ∈ (z ◦ z) ∩ (z ◦ z) ดังนั้น e, x, y, z

เปนตัวผกผันของ e, x, y, z ตามลำดับ

จากทั้ง 4 ขอ ดังนั้น (H, ◦) เปนไฮเปอรกรุป

จากนิยามที่ใหไปทั้งกรุปและไฮเปอรปรุป อาจยังมองภาพไมออก หากทำตารางเปรียบเทียบอาจ
ทำใหมองภาพไดงายขึ้น ดังนี้
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ตารางที่ 1 เปรียบเทียบนิยามระหวางกรุปและไฮเปอรกรุป

กรุป ไฮเปอรกรุป

เซตที่จะเปนกรุป จะตองไมเปนเซตวาง เซตที่จะเปนไฮเปอรกรุป จะตองไมเปนเซตวาง

ตัวดำเนินการของกรุปคือการดำเนินการทวิภาค ให
(G, ∗) เปนกรุป และ ∗ เปนการดำเนินการทวิภาค
บนเซต G จะไดวา ∗ : G×G −→ G

ตัวดำเนินการของ คือ การดำเนินการแบบไฮเปอรให
(H, ◦) เปนไฮเปอรกรุป และ ◦ เปนตัวดำเนินการไฮ
เปอรบนเซต H จะไดวา ◦ : H ×H −→ P ∗(H)

ให G เปนเซตที่ไมใชเซตวางและ (G, ∗) จะเปนกรุ
ป (group) ไดถามีคุณสมบัติสอดคลองคุณสมบัติ 4
ขอ

ให H เปนเซตที่ไมใชเซตวางและ (H, ◦) จะเปนไฮ
เปอรกรุปไดถามีคุณสมบัติสอดคลองคุณสมบัติ 4 ขอ

สมบัติปด
ถา a, b ∈ G แลว a ∗ b ∈ G

สมบัติปด
ให A,B เปนซับเซตของ H จะไดวา A ◦ B ∈
P ∗(H)

สมบัติการเปลี่ยนหมู
ถา a, b, c ∈ G แลว (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)

สมบัติการเปลี่ยนหมู
สำหรับทุก a, b, c ∈ H, (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)
เมื่อ (a ◦ b) ◦ c =

∪
v∈(a◦b) v ◦ c

และ a ◦ (b ◦ c) =
∪

u∈(b◦c) a ◦ u

สมบัติการมีเอกลักษณ
จะตองมีสมาชิก e ∈ G ที่ทำให a∗ e = e∗a = a

สำหรับทุก a ∈ G

สมบัติการมีเอกลักษณ
(I) จะตองมีสมาชิก e ที่เปน identity ที่ทำให สำหรับ
ทุก x ∈ H, x ∈ (x ◦ e) ∩ (e ◦ x)
(II) จะตองมีสมาชิก e ที่เปน scalar identity ที่ทำให
สำหรับทุก x ∈ H, (x ◦ e) ∩ (e ◦ x) = {x}

สมบัติการมีตัวผกผัน
แตละสมาชิก a ∈ G ตองมีสมาชิก b ∈ G ที่ทำให
a ∗ b = b ∗ a = e สำหรับ e ที่เปนสมาชิกเอกลัก
ษของ (H, ◦)

สมบัติการมีตัวผกผัน
สำหรับทุก x, y ∈ H จะเรียก x วาเปนตัวผกผัน
ของ y ถามี e ซึ่งเปน identity ของ (H, ◦) ที่ทำให
e ∈ (x ◦ y) ∩ (y ◦ x)
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ดิสครีต ไฮเปอรกรุป (disclete hypergroup)
จากตารางเปรียบเทียบที่ผานมา จะสังเกตความแตกตางระหวางกรุป และไฮเปอรกรุปไดงายขึ้น

เชนเดียวกันการจะทำความรูจักกับดีสครีต ไฮเปอรกรุปก็จะไมยาก ดังนิยามตอไปนี้

บทนิยามที่ 12 กำหนดให (H, ◦) เปนไฮเปอรกรุป จะเรียก (H, ◦) วาเปน ดิสครีต ไฮเปอรกรุป ก็ตอ
เมื่อ ∀x, y ∈ H, x ◦ y = {x, y}

ตัวอยางที่ 13 กำหนดให H = {e, a, b, c} และการดำเนินการไฮเปอร (hyper operation) ◦ บนเซต H

ดังตอไปนี้

◦ e a b c

e {e} {e, a} {e, b} {e, c}
a {e, a} {a} {a, b} {a, c}
b {e, b} {a, b} {b} {b, c}
c {e, c} {a, c} {b, c} {c}

1. (H, ◦) มีคุณสมบัติปด
จากตารางการดำเนินการไฮเปอร ◦ บนเซตของ H จะไดวา สำหรับทุก ๆ A,B ที่เปนสับเซตของ H
จะไดวา A ◦B ∈ P ∗(H)

2. (H, ◦) มีคุณสมบัติการเปลี่ยนหมู
โดยการแจงกรณี

x y z x ◦ y y ◦ z (x ◦ y) ◦ z x ◦ (y ◦ z)
e e e {e} {e} {e} {e}
e e a {e} {a} {e, a} {e, a}
e a b {e, a} {a, b} {e, a, b} {e, a, b}
e a c {e, a} {a, c} {e, a, c} {e, a, c}
e b e {e, b} {e, b} {e, b} {e, b}
e b a {e, b} {a, b} {e, a, b} {e, a, b}
e c b {e, c} {c, b} {e, b, c} {e, b, c}
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x y z x ◦ y y ◦ z (x ◦ y) ◦ z x ◦ (y ◦ z)
e c c {e, c} {c} {e, c} {e, c}
a e e {e, a} {e} {e, a} {e, a}
a e a {e, a} {e, a} {e, a} {e, a}
a a b {a} {a, b} {a, b} {a, b}
a a c {a} {a, c} {a, c} {a, c}
a b e {a, b} {e, b} {e, a, b} {e, a, b}
a b a {a, b} {a, b} {a, b} {a, b}
a c b {a, c} {c, b} {a, b, c} {a, b, c}
a c c {a, c} {c} {a, c} {a, c}
b e e {e, b} {e} {e, b} {e, b}
b e a {e, b} {a} {e, a, b} {e, a, b}
b a b {a, b} {a, b} {a, b} {a, b}
b a c {a, b} {b, c} {a, b, c} {a, b, c}
b b e {b} {e, b} {e, b} {e, b}
b b a {b} {a, b} {a, b} {a, b}
b c b {b, c} {b, c} {b, c} {b, c}
b c c {b, c} {c} {b, c} {b, c}
c e e {e, c} {e} {e, c} {e, c}
c e a {e, c} {e, a} {e, a, c} {e, a, c}
c a b {a, c} {a, b} {a, b, c} {a, b, c}
c a c {c, a} {a, c} {a, c} {a, c}
c b e {c, b} {e, b} {e, b, c} {e, b, c}
c b a {b, c} {a, b} {a, b, c} {a, b, c}
c c b {c} {a, c} {a, c} {a, c}
c c c {c} {c} {c} {c}

3. (H, ◦) มีคุณสมบัติการมีเอกลักษณ เพราะจากตารางการดำเนินการไฮเปอร ◦ บนเซตของ H จะได
วา มี e เปน (identity) ของ (H, ◦) สำหรับทุก x ∈ H, x ∈ (x ◦ e ∩ e ◦ x)

4. (H, ◦) มีคุณสมบัติการมีตัวผกผัน เพราะจากตารางการดำเนินการไฮเปอร ◦ บนเซตของ H จะไดวา
e ∈ (e ◦ e)∩ (e ◦ e) , e ∈ (a ◦ e)∩ (e ◦ a) , e ∈ (b ◦ e)∩ (e ◦ b) และ e ∈ (c ◦ e)∩ (e ◦ c)
ดังนั้น e, a, b, c เปนตัวผกผันของ e และ e เปนตัวผกผันของ a และ e เปนตัวผกผันของ b และ e

เปนตัวผกผันของ c

จากทั้ง 4 ขอดังนั้น (H, ◦) เปนไฮเปอรกรุป
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5. จากตารางการดำเนินการไฮเปอร ◦ บนเซตของ H จะไดวา สำหรับทุก x, y ∈ H, x ◦ y = {x, y}

ดังนั้น (H, ◦) เปนดิสครีต ไฮเปอรกรุป

---------------------------------------------
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