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บทคัดย่อ 

 ในงานวิจัยนี้น าเสนอการปรับปรุงขั้นตอนวิธีไฮบริดระหว่างวิธีแบ่งครึ่งช่วงและวิธีนิวตัน – ราฟสัน ในการหาค าตอบของสมการ   
ไม่เชิงเส้น ซึ่งผลการทดลองเชิงตัวเลขจากการทดสอบกับสมการไม่เชิงเส้นในรูปแบบต่าง ๆ แสดงให้เห็นว่าขั้นตอนวิธีไฮบริดที่ได้รับการ
ปรับปรุงนีม้ีประสิทธิภาพและมีจ านวนรอบการท าซ้ าน้อยกว่าขั้นตอนวิธีไฮบริดอื่น ๆ ที่น ามาเปรียบเทียบ   
ค าส าคัญ : วิธีแบ่งครึ่งช่วง, วิธีนิวตัน – ราฟสัน, ขั้นตอนวิธไีฮบริด, สมการไม่เชิงเส้น 
 

Abstract 
The purpose of this research propose is to improve hybrid algorithm to bisection method and Newton-

Raphson method to compute roots of nonlinear equations. Numerical experiments for various tests nonlinear equations 
confirm performance for the improved  hybrid algorithm to be compared with. 
Keywords : Bisection method, Newton – Raphon method, Hybrid Algorithm, Nonlinear equations 
 
 

1. บทน า 
 การหาค าตอบของสมการไม่เชิงเส้นโดยวิธีท าซ้ าเป็นหัวข้อหนึ่งที่
ส าคัญในการวิเคราะห์เชิงตัวเลข [3, 5, 7] เนื่องจากปัญหาในทาง
วิทยาศาสตร์ และวิศวกรรมศาสตร์ มีความซับซ้อนท าให้ไม่สามารถ
หาค าตอบแม่นตรงได้โดยวิธีการแก้สมการ วิธีท าซ้ าจึงเป็นทางเลือก
หนึ่งที่ใช้การค้นหาค าตอบหรือเรียกอีกอย่างหนึ่งว่า  ขั้นตอนวิธีใน
การหาค่าศูนย์ของฟังก์ชัน นั่นคือการหาค่า x  ที่ท าให้ ( ) 0f x =  
หนึ่งในวิธีท าซ้ าที่เป็นขั้นตอนวิธีในการค้นหาค าตอบคือวิธีแบ่งครึ่ง
ช่วง ซึ่งเป็นวิธีแบบปิด โดยมีแนวคิดในการหาค าตอบโดยใช้ทฤษฎี
บทค่าระหว่างกลางเพื่อสร้างช่วงปิดที่บรรจุค าตอบ มีอันดับการลู่เข้า
เป็นเชิงเส้น และสามารถหาค าตอบได้แน่นอน แต่เนื่องจากวิธีนี้หา
ค าตอบได้ค่อนข้างช้า ดังนั้น Tanakan [8] จึงได้ปรับปรุงวิธีแบ่งครึ่ง
ช่วงโดยใช้แนวคิดของวิธีเซแคนต์เพื่อท าให้หาค าตอบได้รวดเร็วขึ้น 
นอกจากนี้ยังมีวิธีแบบเปิดซึ่งเป็นวิธีท าซ้ าที่รู้จักกันอย่างกว้างขวาง 
นั่นคือ วิธีนิวตัน – ราฟสัน วิธีนี้ต้องใช้อนุพันธ์ของฟังก์ชันในการ
ค านวณหาค าตอบทุกรอบของการท าซ้ า และมีอันดับการลู่เข้าเป็น
สอง จึงถือได้ว่าวิธีนี้มีประสิทธิภาพมากกว่าวิธีแบ่งครึ่งช่วงในด้าน
การหาค าตอบได้รวดเร็วกว่า ท าให้มีนักวิจัยเป็นจ านวนมากท าการ
ปรับปรุงวิธีนิวตัน – ราฟสัน เพื่อให้มีอันดับการลู่เข้าที่มากขึ้น หนึ่ง
ในนั้นคือ Homeier [4] น าเสนอการปรับปรุงวิธีนิวตัน-ราฟสันจนท า
ให้มีอันดับการลู่ เข้าเป็นสาม Chun และ Neta [2] ได้ท าการ
ปรับปรุงจนท าให้มีอันดับการลู่เข้าเป็นสี ่  แต่อย่างไรก็ตาม วธิีนิวตัน 
– ราฟสัน ไม่สามารถหาค าตอบได้แน่นอน ขึ้นอยู่กับการเลือก
จุดเริ่มต้นที่เหมาะสม ดังนั้น Altaee, Hoomod และ Hussein [1] 

จึงได้น าเสนอขั้นตอนวิธีไฮบริดระหว่างวิธีแบ่งครึ่งช่วงและวิธีนิวตัน–
ราฟสัน และในเวลาต่อมา Kim, Noh, Oh และ Park [6] ได้ท าการ
สร้างขั้นตอนวิธีไฮบริดที่ใช้วิธีแบ่งครึ่งช่วงและวิธีนิวตัน – ราฟสัน 
เพื่อปรับปรุงขั้นตอนวิธีไฮบริดของ Altaee และคณะ  
 ดังนั้นในงานวิจัยนี้จะใช้ตัวอย่างใน [6] เพื่อแสดงให้เห็นว่าการ
ปรับปรุงขั้นตอนวิธีไฮบริดแบบใหม่นี้ มีจ านวนรอบการท าซ้ าน้อย
กว่าวิธีแบ่งครึ่งช่วงและขั้นตอนวิธีไฮบริดใน [1] และ [6] อีกทั้งยังมี
ประสิทธิภาพในการลู่เข้ามากว่าวิธีนิวตัน-ราฟสัน 
 
2. การออกแบบการวิจัย 
 ท าการทดลองเปรียบเทียบการลู่เข้าและจ านวนรอบท าซ้ าในการ
หาค าตอบบนค่าคลาดเคลื่อนยินยอมส าหรับขั้นตอนวิธีไฮบริดที่
ปรับปรุงกับขั้นตอนวิธีไฮบริดใน [1] และ [6] พร้อมทั้งเปรียบเทียบ
กับวิธีแบ่งครึ่งช่วงและวิธีนิวตัน-ราฟสัน โดยใช้โปรแกรม Scilab 
6.0.1 (64 bit) บนระบบปฏิบั ติ การวิน โดว์  10 ซึ่ งก าหนดค่ า
คลาดเคลื่อนยินยอม ( ) คือ 51.0 10− และก าหนดเกณฑ์การลู่
ออกเมื่อจ านวนรอบการท าซ้ ามากกว่า 1,000 รอบ โดยทดสอบกับ
ฟังก์ชันต่าง ๆ ดังนี้ 
ฟังก์ชันที่ 1 ( ) arctanf x x= บนช่วงปิด [ 4,5]−  
ฟังก์ชันที่ 2 ( ) cosxf x e x−= + บนช่วงปิด [ 2, 2]−  

ฟังก์ชันที่ 3 
2

( ) 10 1xf x xe−= − บนช่วงปิด [ 1,1]−  

ฟังก์ชันท่ี 4 
2sin 3( ) 5 150x xf x e x−= − − บนช่วงปิด [ 5,6]−  

 



 

3. วิธีการวิจัย 
 ใน ปี  2015 Altaee, Hoomod แ ล ะ  Hussein ได้ น า เส น อ
ขั้นตอนวิธีไฮบริดระว่างวิธีแบ่งครึ่งช่วงและวิธีนิวตัน-ราฟสัน โดย
ขั้นตอนวิธีไฮบริดนี้มีรายละเอียดดังแผนภาพในรูปที่ 4  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 4 แผนภาพแสดงข้ันตอนวิธไีฮบริดของ Altaee และคณะ 
(AM) 

 
จากแผนภาพในรูปที่ 4 ขั้นตอนวิธีไฮบริดนี้ต้องก าหนดช่วงเริ่มต้น 

0 0[ , ] [ , ]a b a b= ที่บรรจุค าตอบ ใช้วิธีแบ่งครึ่งช่วงค านวณในรอบ
ที่หนึ่งและรอบที่สองเพื่อหา nx  จากนั้นใช้ nx เป็นจุดเริ่มต้นบนวิธี
นิวตัน-ราฟสัน และท าซ้ าจนกระทั้งได้ค าตอบตามความแม่นย าที่
ก าหนด แต่เนื่องจากขั้นตอนวิธีไฮบริดนี้ไม่มีการตรวจสอบล าดับที่ได้
จากวิธีนิวตัน-ราฟสันบนช่วงที่บรรจุค าตอบจึงท าให้บางครั้งล าดับไม่
อยู่ในช่วงเริ่มต้นและท าให้ลู่ออก  ดังนั้นในปี 2017 kim และคณะ 
ได้น าเสนอขั้นตอนวิธีไฮบริดแบบใหม่โดยใช้วิธีนิวตัน-ราฟสัน และวิธี
แบ่งครึ่งช่วงค านวณในทุกรอบการท าซ้ าเพื่อสร้างช่วงใหม่และล าดับ
ที่ได้อยู่ในช่วงที่บรรจุค าตอบตามทฤษฎีบทค่าระหว่างกลางที่ใช้ในวิธี
แบ่งครึ่งช่วง โดยขั้นตอนวิธีไฮบริดนี้มีรายละเอียดดังรูปที่ 5 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

รูปที่ 5 แผนภาพแสดงข้ันตอนวิธไีฮบริดของ kim และคณะ (KM) 
 
จากแผนภาพในรูปที่ 5 เป็นขั้นตอนวิธีไฮบริดที่ต้องก าหนดช่วง 

0 0[ , ] [ , ]a b a b= ซึ่งเป็นช่วงเริ่มต้นที่บรรจุค าตอบ จากนั้นท าการ
แบ่งครึ่งช่วงเพื่อใช้เป็นจุดเริ่มต้นในวิธีนิวตัน-ราฟสัน ถ้าล าดับ nx  
ที่ได้จากการท าซ้ าด้วยวิธีนิวตัน-ราฟสันอยู่ในช่วงที่ก าหนด นั่นคือ 

1 1( , )n n nx a b− − และยังไม่ ใช่ค าตอบที่อยู่ ในค่าคลาดเคลื่อน
ยินยอมที่ ก าหนดขึ้นต้องสร้างช่วงใหม่จาก 1[ , ]n na x−  และ 

1[ , ]n nx b −  โดยใช้วิธีแบ่งครึ่งช่วง ท าให้ขั้นตอนวิธีไฮบริดนี้หา
ค าตอบได้แน่นอน แต่เนื่องจากในแต่ละรอบการท าซ้ าต้องใช้แรงงาน
จากการค านวณด้วยวิธีนิวตัน-ราฟสันและวิธีแบ่งครึ่งช่วงทุกครั้ง 
ดังนั้นผู้วิจัยจึงน าเสนอการปรับปรุงขั้นตอนวิธีไฮบริดของ kim และ
คณะ โดยลดขั้นตอนการสร้างช่วงใหม่ที่บรรจุค าตอบทุกรอบการ
ท าซ้ า โดยการก าหนด 0 0[ , ] [ , ]a b a b= เป็นช่วงเริ่มต้นที่บรรจุ
ค าตอบ จากนั้นค านวณโดยวิธีแบ่งครึ่งช่วงเพื่อใช้เป็นจุดเริ่มต้นของ
วิธีนิวตัน-ราฟสัน ถ้าล าดับ nx  ที่ได้อยู่ ในช่วงที่ก าหนดนั่นคือ 
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1 1[ , ]n n nx a b− −  แล้วจะท าซ้ าโดยค านวณด้วยวิธีนิวตัน-ราฟสัน
จนได้ค าตอบในค่าคลาดเคลื่อนยินยอมที่ก าหนด แต่ถ้าล าดับที่ได้
ออกนอกช่วง นั่นคือ 1 1[ , ]n n nx a b− −  จะต้องสร้างช่วงใหม่โดยใช้
วิธีแบ่งครึ่งช่วงจากช่วง 1 1[ , ]n na c− − และ 1 1[ , ]n nc b− −  เพื่อหา
จุดเริ่มต้นของวิธีนิวตัน-ราฟสันอีกครั้ง ซึ่งท าให้ขั้นตอนวิธีไฮบริดที่
ได้รับการปรับปรุงนี้สามารถหาค าตอบได้แน่นอนและลดขั้นตอนใน
การค านวณได้มากกว่าขั้นตอนวิธีของ Kim และคณะ ดังรายละเอียด
ในรูปที่ 6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 6 แผนภาพแสดงข้ันตอนวิธไีฮบริดทีไ่ด้ปรับปรุง (IM) 
 
จากรูปที่ 6 เขียนขั้นตอนวิธีไฮบริดทีป่รับปรุงได้ดังนี ้
ก าหนดให้ 0 0[ , ]a b เป็นช่วงเริ่มต้นที่บรรจุค าตอบ โดยแนวคิดจาก
ทฤษฎีบทค่าระหว่างกลาง นั่นคือ 0 0( ) ( ) 0f a f b    และก าหนด 
  เป็นค่าคลาดเคลื่อนยินยอม 

ขั้นตอนท่ี 1 ค านวณหา nc จาก 
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ขั้นตอนที่  3 ถ้า 1 [ , ]n n nx a b+  แล้ว ค านวณ 1| ( ) |nf x +  ถ้า 

1| ( ) |nf x + น้อยกว่าค่าคลาดเคลื่อนยินยอมที่ก าหนดให้หยุดการ
ท าซ้ า แต่ถ้า 1| ( ) |nf x + ยังไม่น้อยกว่าค่าคลาดเคลื่อนยินยอมที่

ก าหนด แล้วให้ 1n nc x += และกลับไปท าขั้นตอนท่ี 2 

ขั้นตอนที่ 4 ถ้า 1 [ , ]n n nx a b+   และถ้า ( ) ( ) 0n nf a f c 

แล้ ว  1 1[ , ] [ , ]n n n na b a c+ + = ถ้ าไม่ ใช่  1 1[ , ] [ , ]n n n na b c b+ + =

และกลับไปท าขั้นตอนท่ี 1 
 
4. ผลการวิจัย 
 จากการทดลองเปรียบเทียบการลู่เข้าและจ านวนรอบท าซ้ าเพื่อ
หาค าตอบบนค่าคลาดเคลื่อนยินยอมที่ก าหนดไว้ส าหรับขั้นตอนวิธี
ต่าง ๆ ซึ่งประกอบด้วย  
1. ขั้นตอนวิธไีฮบริดของ Altaee และคณะ (AM)  
2. ขั้นตอนวิธไีฮบริดของ kim และคณะ (KM)  
3. ขั้นตอนวิธไีฮบริดที่ปรับปรุง (IM)  
4. วิธีแบ่งครึ่งช่วง (BM)  
5. วิธีนิวตัน-ราฟสัน (NM)  
โดยทดสอบกับฟังก์ชันทั้งหมด 4 ฟังก์ชัน เพื่อวัดประสิทธิภาพการ  
ลู่เข้าและจ านวนรอบการท าซ้ า ( n ) ของแต่ละขั้นตอนวิธีซึ่งมีผลการ
ทดลองตามตารางที่ 1 – 4 ดังนี ้
ตารางที่ 1 แสดงจ านวนรอบการท าซ้ าแต่ละขั้นตอนวิธีส าหรับ
ฟังก์ชันที่ 1 
 

วิธี  n  nx  ( )nf x  
AM ลู่ออก   
KM 13  0.0000032−  0.0000032−  
IM 3  112.513 10−−   112.513 10−−   
BM 19  0.0000019  0.0000019  
NM 3  112.513 10−−   112.513 10−−   

 
ตารางที่ 2 แสดงจ านวนรอบการท าซ้ าแต่ละขั้นตอนวิธีส าหรับ
ฟังก์ชัน 2 
 

วิธี n  nx  ( )nf x  
AM 4  1.746136  0.0000041  
KM 5  1.7461388  0.0000008  
IM 4  1.7461395  101.868 10−  
BM 18  1.7461395  94.684 10−  
NM 4  1.7461395  101.868 10−  
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ตารางที่ 3 แสดงจ านวนรอบการท าซ้ าแต่ละขั้นตอนวิธีส าหรับ
ฟังก์ชัน 3 
 

วิธี n  nx  ( )nf x  
AM 6  0.1010255  0.0000041  
KM 14  0.1010249  0.0000088−  
IM 2  0.1010255  0.0000031−  
BM 20  0.1010265  0.0000067  
NM 2  0.1010255  0.0000031−  

 
ตารางที่ 4 แสดงจ านวนรอบการท าซ้ าแต่ละขั้นตอนวิธีส าหรับ
ฟังก์ชัน 4 
 

วิธี n  nx  ( )nf x  
AM ลู่ออก   
KM 23  1.3279545−  0.0000086−  
IM 11 1.3279545−  93.300 10−−   
BM 28  -1.3279545  -0.0000041 
NM ลู่ออก   

 
และเมื่อวาดกราฟเพื่อแสดงจ านวนรอบการท าซ้ าทั้งหมดของแต่ละ
ขั้นตอนวิธี ผลลัพธ์ที่ได้เป็นไปตามรูปภาพท่ี 7 - 10 ดังนี ้
 

 
 

รูปที่ 7 แสดงจ านวนรอบการท าซ้ าทั้งหมดของแต่ละขั้นตอนวิธี
ส าหรับฟังก์ชันท่ี 1 

 

 
 

รูปที่ 8 แสดงจ านวนรอบการท าซ้ าทั้งหมดของแต่ละขั้นตอนวิธี
ส าหรับฟังก์ชันที่ 2 

 

 
 

รูปที่ 9 แสดงจ านวนรอบการท าซ้ าทั้งหมดของแต่ละขั้นตอนวิธี
ส าหรับฟังก์ชันที่ 3 

 

 
 

รูปที่ 10 แสดงจ านวนรอบการท าซ้ าทั้งหมดของแต่ละขั้นตอนวิธี
ส าหรับฟังก์ชันที่ 4 

 



 

5. อภิปรายผล 
 จากผลการทดลองเชิงตัวเลขในตารางที่ 1 – 4 และรูปที่ 7 - 10
แสดงให้เห็นว่าข้ันตอนวิธไีฮบริดที่ปรับปรุงนี ้ เมื่อทดสอบกับฟังก์ชัน
ที่ 1 - 4 มีจ านวนรอบการท าซ้ าเป็น 3, 4, 2 และ 11 ตามล าดับ 
โดยสามารถหาค าตอบบนค่าคลาดเคลื่อนยินยอมที่ก าหนดได้ทุก
ฟังก์ชันที่น าเสนอ แม้ว่าฟังก์ชันที่ 1 และ 4 วิธีนิวตัน-ราฟสันและ
ขัน้ตอนวิธีไฮบริดของ Altaee และคณะ จะไม่สามารถหาค าตอบได้ 
อีกทั้งยังมีจ านวนรอบการท าซ้ าน้อยกว่าวิธีแบ่งครึ่งช่วงและขั้นตอน
วิธีไฮบริดของ Kim และคณะอีกด้วย 
 
6. บทสรุป 
 ขั้นตอนวิธีไฮบริดที่ปรับปรุงนี้สามารถหาค าตอบของสมการ    
ไม่เชิงเส้นได้รวดเร็วกว่ากับวิธีแบ่งครึ่งช่วง และขั้นตอนวิธีไฮบริด
ของ Kim และคณะ อีกทั้งยังมีประสิทธิภาพมากกว่าวิธีนิวตัน-   
ราฟสันเนื่องจากลู่เข้าได้แม้ว่าวิธีนิวตัน – ราฟสันนั้นลู่ออก ดังนั้นใน
อนาคตผู้วิจัยจะพยายามค านวณหาอัตราการลู่เข้าของขั้นตอนวิธี
ไฮบริดนี้ต่อไป 
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