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การศึกษาการใชระบบการนําเสนอภายนอกของครู และระดับความเขาใจเชิงเรขาคณิต 
ของนักเรียนตามแนวคิดทฤษฎี ของ van Hiele เรื่อง ทฤษฎีบทปทาโกรัส  

สําหรับนักเรยีนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 2 
 

A STUDY OF TEACHER’S USING SYSTEM OF EXTERNAL  

REPRESENTATIONS AND THE LEVEL OF STUDENTS ’ 

GEOMETRIC UNDERSTANDING BASED ON VAN HIELE’S THEORY 

ABOUT PYTHAGORAS THEORY FOR MATHAYOMSUKSA II  STUDENTS 
 

ฐิติพร มาตรโคกสูง   ดร.หลา ภวภตูานนท 
 มหาวิทยาลัยขอนแกน 

 

บทคัดยอ 
 การวิจยัคร้ังนีม้ีวัตถุประสงคเพื่อศึกษาการใชระบบการนําเสนอภายนอกของครู และระดับ
ความเขาใจเชงิเรขาคณิตของนักเรียนตามแนวคดิทฤษฎขีอง van Hiele เร่ือง ทฤษฎีบทปทาโกรัส 
สําหรับนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 2 ซ่ึงประกอบดวย ผูวจิัย 1 คน ผูชวยวิจยั 4 คน กลุมเปาหมายคอื 
ครูสอนคณิตศาสตร ระดับมัธยมศึกษาปที่ 2  ภาคเรียนที่ 2  ปการศึกษา 2552  จํานวน 1 คน และ
นักเรียนในระดับมัธยมศึกษาปที่ 2 ที่ไดรับการสอนจากครูกลุมเปาหมาย ภาคเรยีนที่ 2 ปการศึกษา 
2552 จํานวน 3 คน โรงเรียนสาธิต(ศึกษาศาสตร) มหาวิทยาลัยขอนแกน โดยใชการเลือกแบบ
เจาะจง ในการวิจัยคร้ังนี้ผูวิจยัไดบนัทึกการจัดกิจกรรมการเรียนรูของครู เร่ือง ทฤษฎีบทปทาโกรัส 
และทดสอบนกัเรียนภายหลังจากการจดักจิกรรมการเรียนรู พรอมทั้งสัมภาษณ และนํามาผลที่ไดมา
ใชในการวิเคราะหการใชระบบการนําเสนอภายนอกของครูและระดับความเขาใจเชิงเรขาคณิตของ
นักเรียน 

 การศึกษาครั้งนี้พบวา ระบบการนําเสนอภายนอกที่ครูใชในการจดักิจกรรมการเรียนรู เร่ือง
ทฤษฎีบทปทาโกรัส ไดแก การใชภาษา รูปภาพ สัญลักษณทางคณิตศาสตร และส่ือที่เปนรูปธรรม 
โดยครูใชภาษาในการอธิบายทฤษฎีบทของปทาโกรัส  ทฤษฎีบทกลับ  การประยกุต และโจทยที่ครู
เขียนลงบนกระดาน  ครูใชรูปภาพเพื่อชวยใหนกัเรียนเขาใจและเกิดจินตนาการในเรื่องที่ครูอธิบาย
ไดงายขึ้น วาดภาพในโจทยเรื่องการประยกุตลงบนกระดานเพื่อใหงายตอการทําความเขาใจ ครูใช
ส่ือรูปธรรมที่สรางขึ้นเองเพื่ออธิบายทฤษฎีบทปทาโกรัส  ใชสัญลักษณทางคณิตศาสตรในการแก
โจทยปญหา และจากผลการวิเคราะหการทําแบบทดสอบของนักเรียนกลุมเปาหมาย 3 คน พบวา 
นักเรียนมีระดบัความเขาใจเชิงเรขาคณิต ถึงระดับที่ 4  การใหเหตุผลเชิงนิรนัยอยางเปนแบบแผน 
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(Formal deduction) ตามทฤษฎีบทของ van Hiele  โดยนกัเรียนสามารถหารูปทั่วไปของทฤษฎีบทป
ทาโกรัส  สามารถพิสูจนดวยวิธีการที่หลากหลายและมีความเขาใจเกี่ยวกับทฤษฎีที่จําเปนในการ
พิสูจนทางเรขาคณิต นอกจากนี้นกัเรียนยังมีความเขาใจในความแตกตางระหวางทฤษฎีกับทฤษฎี
บทกลับ ซ่ึงการคิดเชิงเรขาคณิตในระดับนีเ้ปนระดับที่คาดหวังวานกัเรยีนในระดับมธัยมศึกษา
จะตองมี  
 

คําสําคัญ : ระดับความเขาใจเชิงเรขาคณิต, การนําเสนอภายนอก, ทฤษฎีบทของ van Hiele 
 

ABSTRACT 
 The objectives of this research was to investigate teacher’s use of external 

representation and the level of students’ geometric understanding based on van 

Hiele’s theory about Pythagoras theory for Mathayomsuksa II students. The research 

team consisted of a researcher and four research assistants. The participants of the 

study were a Mathematics teacher who were teaching Mathayomsuksa II in the 

second semester in academic year 2009 and three students who were taught by this 

teacher. The case school was Khon Kaen University Demonstration School. The 

student subjects were drawn by purposive sampling. In this research, all of the 

teaching activities related to Pythagoras theory were recorded. At the end of lessons, 

the subjects were tested and interviewed. The data was analyzed for the uses of 

teacher’s external representations and the level of   students’ geometric understanding.  

 According to the study, the teacher used external representations in learning 

activities in different forms. Language, pictures, geometric signs and concrete 

teaching tools were introduced in the class. The teacher verbally explained the 

Pythagoras theory, reverse Pythagoras theory, applications. In addition, the problems 

were written on a board and pictures were used for illustration so that the students 

could easily understand and made on imagination about what the teacher was 

explaining. That is, drawing along with problems on application could ease students’ 

understanding. In addition, some teaching tools were created to explain the 

Pythagoras theory; meanwhile, the mathematical signs were used to solve the 

problems. According to the results of the test, the students could achieve geometric 

understanding as high as level four – formal deduction based on van Hiele. To 

illustrate, the subjects demonstrated ability of finding general pictures of  Pythagoras 
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theory and they could prove the theory through various approaches and achieve 

understanding about theories necessary for geometric proof. Moreover, the students 

were able to understand the differences between the theory and reverse Pythagoras 

theory. This was the level that Mathayomsuksa were supposed to be attained.      
 

Keyword (s) : Level of Geometric Understanding ,External Representation,  

                       van Hiele Theory 
 

บทนํา 
 ปานทอง  กุลนาถศิริ (2541) กลาวไววา ประเทศจะพัฒนาดานวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี
ได ก็ตอเมื่อประเทศนั้นไดพฒันาทางดานคณิตศาสตรแลวเปนอยางดี  ดังนั้นในการพัฒนาดาน
วิทยาศาสตรและเทคโนโลยี จึงจําเปนตองพัฒนาดานคณติศาสตรกอน เพราะความรูทาง
คณิตศาสตรจะเปนความรูพืน้ฐานที่สําคัญและจําเปน  และเปนเครื่องมือที่มนุษยจะไดนําไปใชใน
การพัฒนาความรูดานวิทยาศาสตรและเทคโนโลยีใหเจริญกาวหนาตอไป ซ่ึงสอดคลองกับปจจุบัน
นี้ความกาวหนาทางดานวิทยาศาสตร เทคโนโลยีและสารสนเทศเจริญไปอยางรวดเรว็ ดังนัน้
การศึกษาจึงเปนสิ่งสําคัญและมีความจําเปนตอการพัฒนาประเทศใหอยูในระดับที่สูงขึ้น มีความ
เจริญกาวหนาทันตอการเปลีย่นแปลง ความรูทางคณิตศาสตรเปนพื้นฐานของการศึกษาในศาสตร
ดานอื่นๆ เนื่องจากคณิตศาสตรเปนวิชาที่ฝกกระบวนการคิดที่มีเหตุผล มีขั้นตอนระเบียบวิธีอยาง
เปนระบบ มีทกัษะกระบวนการที่ทําใหผูเรียน เกดิการเรยีนรูและสามารถนํามาใชแกปญหาตางๆได  
คณิตศาสตรเปนเครื่องมือในการศึกษาวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี ตลอดจนศาสตรอ่ืนๆที่เกี่ยวของ
คณิตศาสตรจงึเปนประโยชนตอการดํารงชีวิตและชวยพัฒนาคุณภาพชีวิตใหดีขึ้น 
 Goldin (1998) กลาววา ระบบการนําเสนอ (Representational system) ประกอบดวยระบบ
ยอยๆ หลายระบบ ระบบภาษาพูด  ภาษาเขียน ภาพเขียน หรือรูปภาพ รูปแบบการจดัการ และ
สถานการณจรงิของโลกที่อยูรอบๆ ตัวเรา การนําเสนอมี 2 แบบคือ การนําเสนอภายนอก (External 
reprsentations) และ การนําเสนอภายใน (Internal representation) หรือการนําเสนอทางจิตวิทยาของ
บุคคล ระบบการนําเสนอภายนอกประกอบดวยระบบยอยๆ ตั้งแตสัญลักษณทางคณติศาสตร ไป
จนถึงส่ิงแวดลอมของการเรียนรูที่มีโครงสราง เชน วัสดุ เครื่องมือที่จับตองได ในทางตรงขาม 
ระบบการนําเสนอภายในจะรวมเอาการสรางสัญลักษณภายในตวับุคคล และการกําหนดสงผาน
ความหมายไปยังสัญลักษณทางคณิตศาสตรตางๆ รวมถึงการนําเสนอดวยภาพที่ส่ือถึงแนวคดิ และ
การนําเสนอในเชิงปริภูมิ และครอบคลุมถึงยุทธวิธีในการแกปญหา และที่สําคัญคือผลของการ
นําเสนอมีความสัมพันธเกี่ยวของกับการเรียนรูคณิตศาสตร โดยองคประกอบของระบบการ
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นําเสนอภายในประกอบดวย 5 ประเภท คอื 1) ภาษาพูดและระบบโครงสรางของภาษา (Verbal and 
syntactic systems) 2)  ระบบการจินตนาการ (Imagistic systems)  3) ระบบสัญลักษณตางๆ ทาง
คณิตศาสตร (Formal notational systems of mathematics)  4) ระบบการวางแผนและการควบคุม   
(a system of planning , monitoring , and executive control) 5) ระบบการนําเสนอที่เกีย่วของกับ
อารมณ (a system of affective representation) 
 Godin and Janvier (1998) ไดกลาวถึงความหลากหลายของการใหความหมายของการ
นําเสนอ และระบบการนําเสนอ ในมุมมองที่เชื่อมโยงกับการเรียนรูทางคณิตศาสตร การสอน
คณิตศาสตร และการพัฒนา ดังตอไปนี้  1) ในแงมุมภายนอก เปนโครงสรางของสถานการณ หรือ
โครงสรางของกลุมสถานการณ ในสิ่งแวดลอมทางกายภาพ ที่สามารถถูกอธิบายในเชิงคณิตศาสตร 
หรือ มองเห็นเปนการรวบรวมแนวคดิทางคณิตศาสตร  2) ในแงมุมของการกอรางทางภาษา เปน
ระบบของภาษาที่ปญหาทางคณิตศาสตรถูกนําเสนอขึน้มา หรือถูกอภิปราย ดวยการเนนย้ําบน
ระบบลักษณะที่เปนโครงสรางที่เกี่ยวกับการศึกษาตามหลกัไวยากรณ (Syntactic) และโครงสรางที่
เกี่ยวกับความหมาย (Semantic) 3) โครงสรางคณิตศาสตรที่เปนทางการ หรือระบบของโครงสราง 
ที่สามารถถูกนําเสนอสถานการณผานสัญลักษณ หรือผานระบบของสัญลักษณ ซ่ึงมกัจะอยูในรูป
ของสัจพจน นยิาม ที่มีความชัดเจน หรือโครงสรางทางคณิตศาสตรที่อาจจะนําเสนอจากโครงสราง
ในแงมุมอ่ืน 4) ในแงมุมภายใน เปนโครงสรางเชิงการรูของแตละบุคคล หรือระบบที่ซับซอนของ
โครงสรางเชิงการรู เปนการสรุปจากพฤติกรรมหรือทบทวนพฤติกรรม แนวคดิของตนเองใน
กระบวนการคดิทางคณิตศาสตรและการแกปญหาทางคณิตศาสตร 
 Zhang (1997) ไดใหความหมายการนําเสนอภายนอกวาเปนความรูและโครงสรางใน
ส่ิงแวดลอม  สัญลักษณทางกายภาพ  วตัถุ  มิติ  (การเขียนสัญลักษณ  ลูกคิด  มิติของกราฟ) และกฎ
ภายนอกและความสัมพันธภายนอกที่อยูในโครงรางทางกายภาพ (เชน  ความสัมพันธเชิงปริภูมิของ
เลขโดด  โครงงานของแผนภาพ  ขอจํากัดทางกายภาพในลูกคิด) ขอมูลในการนําเสนอภายนอก 
สามารถถูกคัดเลือก  ถูกวิเคราะห  และทําเปนกระบวนการโดยผานระบบการหยั่งรูเพียงอยางเดียว  
ถึงแมวาการมสีวนรวมจากบนลงลางของความรูเชิงมโนมติจาก การนําเสนอภายใน บางครั้ง
สามารถสนับสนุนหรือขัดขวางกระบวนการหยั่งรู  ในทางตรงกันขาม การนําเสนอภายใน เปน
ความรูและโครงสรางในความจํา  การเสนอ  การสรางโครงสรางทางปญญา  ระบบเครือขายใน
ประสาทหรือรูปแบบอื่นๆ  ขอมูลการนําเสนอภายในดึงเอามาจากความจําโดยใชกระบวนการหยั่งรู
ถึงแมวาการกระตุนใน การนําเสนอภายนอก  ในบางครัง้สามารถกระตุนกระบวนการดึงขอมูลมา
จากหนวยความจํา เชน พจิารณา การคูณ 735 ดวย 278 โดยใชกระดาษและดินสอการนําเสนอ
ภายใน เปนการแปลความหมายของสัญลักษณของแตละบุคคล (เชน คาตัวเลขทางสัญลักษณ 7 คือ 
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เจ็ด) ตารางการบวกและการคูณ  วิธีการทางเลขคณิตและอื่นๆ  ซ่ึงไดถูกดึงมาจากหนวยความจํา  
สวนการนําเสนอภายนอกเปนรูปรางและตาํแหนงของสญัลักษณ  ปริภมูิความสัมพันธของตัวเลข
แตละตวั เพื่อที่จะทําใหการคูณประสบผลสําเร็จ บุคคลจะตองรับรูขอมูลจากการนําเสนอภายนอก
แลวหลังจากนัน้สรางความสัมพันธระหวางการนําเสนอภายนอกกับการนําเสนอภายใน 
 เรขาคณิตเปนพื้นฐานหนึ่งทีสํ่าคัญตอการเรียนคณิตศาสตร ดังที่ ปานทอง กุลนาถศิริ 
(2541) กลาววาหลักสูตรคณติศาสตรไมวาในยุคสมัยใด จะมีการพัฒนาปรับปรุงอยางไร เรขาคณิต
จะตองเปนสาขาหนึ่งที่ผูพัฒนาเห็นสมควรใหบรรจุลงในหลักสูตร  ธรรมชาติของวิชาเรขาคณิต
เปนวิชาที่เอื้อที่จะสอนใหผูเรียนเปนผูที่มวีจิารณญาณ ชางสังเกต ชางสํารวจ มีเหตุผล ดังนั้นหาก
ผูสอนไดจัดกจิกรรมที่เหมาะสมและถูกตองก็จะชวยใหเยาวชน เปนเยาวชนที่มีคณุลักษณะดงักลาว 
อันเปนลักษณะที่พึงประสงคของชาติ เรขาคณิตจึงเปนเนื้อหาที่มีความสําคัญและจําเปนเนื้อหาหนึง่ 
ที่จะตองบรรจไุวในหลักสูตรคณิตศาสตรในทุกระดับ  นอกจากนี ้วัฒนา มณวีงศ (2542) ไดกลาว
วา เนื้อหาเรขาคณิตถือวามีความสําคัญแตในปจจุบันพบวาการเรียนการสอนเรขาคณิตเปนปญหา
มากสําหรับครูสอนคณิตศาสตรนักเรียนไมชอบการพิสูจนเรขาคณิต ไมทราบแนวทางในการ
พิสูจน นักเรียนไมทราบวาจะเริ่มตนการพสูิจนอยางไร ไมสามารถเชื่อมโยงสิ่งที่มีอยูหรือส่ิงที่
ทราบมาเปนเหตุผลในการพิสูจน นักเรียนขาดทักษะการใหเหตุผล  
 นันทนลิน แหลงสนาม (2547) ไดทําการสงัเกตและการสัมภาษณครูผูสอนวิชาคณิตศาสตร 
ช้ันมัธยมศึกษาปที่ 3 นักเรียนและผูปกครองบางสวน พรอมทั้งสังเกตนักเรียนในขณะทําการสอน
ในชั่วโมงเรยีนวิชาคณติศาสตร ปญหาการเรียนการสอนที่มีผลทําใหผลสัมฤทธ์ิทางการเรียนของ
นักเรียนต่ําโดยเฉพาะเรื่องทฤษฎีบทปทาโกรัส สรุปเปนปญหาในลักษณะดังตอไปนี ้
 1. ปญหาดานตัวครูผูสอน โดยพบวาครูที่สอนคณิตศาสตรในระดับมธัยมศึกษามนีอย และ
ตองรับผิดชอบตอนักเรียนนักเรียนที่สอนเปนจํานวนมาก จึงดแูลนกัเรียนไมทั่วถึง ครูผูสอนไมได
สอนตามแผนการเรียนรูที่เขยีนไว ขาดเทคนิคในการถายทอด รูปแบบการสอนจะใชวิธีการสอน
แบบครูเปนผูบรรยาย ใหนกัเรียนเปนผูฟงและฝกปฏิบตัิตาม การสอนของครูจะดําเนินการสอนโดย
ทบทวนหรือเฉลยการบาน หรือนําเสนอเนื้อหาใหมโดยการยกตัวอยางบนกระดาน อธิบายและตัง้
คําถามใหนักเรียนตอบ นักเรียนที่ตอบสวนใหญจะเปนนักเรียนเกง แลวครูจะใหทําแบบฝกหัดใน
หนังสือเรียน สวนสื่อการสอนก็จะใชส่ือการสอนที่มีอยูแลว ไดแก วงเวียน คร่ึงวงกลม หนังสือของ
กรมวิชาการ และแบบฝกหดัสําเร็จรูป นอกจากนั้นครูที่สอนยังมีภาระงานอื่นๆที่ไดรับมอบหมาย
นอกเหนือจากการสอน เชน รับผิดชอบงานสหกรณโรงเรียน งานปกครองงานธุรการโรงเรียน เปน
ตน จึงทําใหมีเวลาการเตรียมตัวในการสอนนอย และไมทุมเทเกี่ยวกับการสอนมากนัก 
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 2. ปญหาดานสื่อการเรียนการสอน ส่ือนอย และครูขาดการใชส่ือเพราะครูมองวา
ทําใหเสียเวลา ครูไมมีการจัดทําส่ือดวยตนเอง ครูมักจะใชคูมือครูของกรมวิชาการในการเรียนการ
สอน และใหนกัเรียนทําแบบฝกหัดในหนังสือเรียนของกรมวิชาการ และแบบฝกหัดสาํเร็จรูปที่มีอยู
ในหนังสือ และครูก็ไมไดพฒันาสื่อที่เหมาะสมกับเนื้อหาและตัวนักเรยีน 
 Pegg (1996) ไดกลาวถึงผลการศึกษาของ Pierre van Hiele and Dina van Hiele-Geldof 
พบวานกัเรียนไมเขาใจเรขาคณิตและนักเรยีนรูสึกวาการเรียนเรขาคณิตเปนเรื่องที่ยาก และจากผล
การศึกษาของพวกเขาพบวาที่นักเรียนไมประสบความสําเร็จในการเรียนรูเรขาคณิตนัน้มีพื้นฐานมา
จากความไมสอดคลองกันระหวางกิจกรรมการเรียนการสอนที่กําหนดโดยครูกับระดบัการคิดเชิง
เรขาคณิตของตัวนักเรียนเอง  ดังนั้นสองสามี-ภรรยาไดทําการศึกษาเกีย่วกับระดับการคิดเชิง
เรขาคณิตและบทบาทของการจัดกิจกรรมการเรียนรูเพื่อชวยใหนกัเรียนไดบรรลุตามวัตถุประสงค
ของหลักสูตรเรขาคณิต โดย P.M. van Hiele ไดทําการศึกษาเกีย่วกับระดับการคิดเชิงเรขาคณิต 
สวนภรรยา Dina van Hiele – Geldof ไดศึกษาเกีย่วกับการจัดกิจกรรมการเรียนรูเพื่อพฒันาระดับ
การคิดเชิงเรขาคณิตจากระดบัหนึ่งไปยังอีกระดับหนึ่งทีต่อเนื่องกัน จนไดเปนรูปแบบ van Hiele 
(van Hiele Model) ลักษณะเดนของรูปแบบ van Hiele คือ นักเรียนตองผานกระบวนการเรียนรูทีละ
ขั้นจากสิ่งที่นกัเรียนสังเกตเห็นจนไปสูการพิสูจนอยางเปนแบบแผน van Hiele เชื่อวาการที่นกัเรียน
จะเขยีนพิสูจนทางเรขาคณิตไดนั้นตองมาจากการคิดในลําดับขั้นสูง นักเรยีนที่มีการคดิในลําดับขั้น
ต่ําตองมีประสบการณในการคิดที่มากเพยีงพอกอนที่จะเรยีนรูความคิดรวบยอดทางเรขาคณิตที่เปน
แบบแผน โดยไมขึ้นกับระดบัอายุของนักเรียน ระดับการคิดเชิงเรขาคณิตตามรูปแบบของ van 
Hiele สวนมากพัฒนามาจากทฤษฎีทางจติวิทยาของ Gestalt and Jean Piaget ซ่ึง Pierre van Hiele 
ไดกลาวไววาเขาพัฒนาความคิดรวบยอดของแตละระดบัขั้นความคิดมาจาก Piaget คือทฤษฎี
พัฒนาการทางสติปญญาที่เชื่อวา คนเราจะเกิดการเรยีนรูเปนระดับชั้นหรือข้ันตอนที่ตอเนื่องกัน คน
ทุกคนมีความพรอมที่จะมีปฏิสัมพันธกับสิ่งแวดลอมและปฏิสัมพันธนี้ทําใหเกิดพฒันาการทาง
สติปญญา  
 Pegg (1996) ไดศึกษา ระดับการคิดเชิงเรขาคณิตของ van Hiele ซ่ึงแบงออกเปน 5 ระดับ
ดังนี้ ระดับที่ 1: การรับรูจากการมองเห็น (Visualization ,or Recognition) ระดับที่ 2: การวิเคราะห
หรือพรรณนารูปลักษณะ (Analysis, or Description) ระดบัที่ 3: การใหเหตุผลเชิงนิรนยัอยางไมเปน
แบบแผนหรือการจัดลําดับความสัมพันธ (Informal deduction, or Ordering) ระดับที่ 4: การให
เหตุผลเชิงนิรนัยอยางเปนแบบแผน (Formal deduction) ระดับที่ 5: การเปนนามธรรม (Rigor) 
 เนื่องจากนักเรยีนสวนมากมปีญหาในการเรียนวิชาเรขาคณิต นักเรียนไมสามารถพิสูจน
เรขาคณิตได จึงมีครูและนักคณิตศาสตรหลายทานไดพยายายามศกึษาคนควาเพื่อหาวิธีแกปญหา
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ดังกลาว ตอมาในป ค.ศ. 1954 Pierre van Hiele และ Dina van Hiele (1984 อางถึงในนาตยา น้ําจิต
ตรง,2546) ไดสราง van Hiele โมเดล คือ ระดับการคิดเชงิเรขาคณิต ซ่ึงเปนแนวคิดทีจ่ะชวยให
นักเรียนรูจักคดิแกปญหาโดยการวเิคราะหและการสื่อความหมายดวยคําพูดของตนเองในการ
พิสูจนเรขาคณิต จากผลการศึกษาของ นวลศรี ชํานาญกิจ (2544) ไดศึกษาผลการสอนโดยใชลําดบั
ขั้นของ Dina van Hiele ที่มีตอระดับการคดิทางเรขาคณติตามตัวแบบ van Hiele และความสามารถ
ในการพิสูจนทางเรขาคณิตของนักศึกษาครู สาขาวิชาคณิตศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏนครสวรรค
พบวา นักศึกษาครูที่ไดรับการสอนโดยใชลําดับขั้นของ Dina van Hiele มีระดับการคิดทาง
เรขาคณิตและความสามารถในการพิสูจนหลังเรียนสูงกวากอนเรียน  
 ดวยเหตุผลดังที่กลาวมาขางตนและจากการศึกษาวรรณกรรมและงานวจิัยที่เกี่ยวของ ทําให
ผูวิจัยสนใจที่จะศึกษาเกีย่วกบัการใชระบบการนําเสนอภายนอกของคร ูและระดับความเขาใจเชิง
เรขาคณิตของนักเรียนตามแนวคิดทฤษฎี ของ van Hiele เร่ือง ทฤษฎีบทปทาโกรัส สําหรับนักเรยีน
ช้ันมัธยมศึกษาปที่ 2 
 

วัตถุประสงคของการวิจัย 
 เพื่อศึกษาการใชระบบการนาํเสนอภายนอกของครู และระดับความเขาใจเชิงเรขาคณิตของ
นักเรียน ตามแนวคิดทฤษฎี ของ van Hiele เร่ือง ทฤษฎีบทปทาโกรัส สําหรับนักเรยีนชั้น
มัธยมศึกษาปที่ 2 
 

วิธีดําเนินการวิจัย 
 การวิจยันี้เปนการวิจยัเชิงคณุภาพกรณีศกึษา ซ่ึงประกอบดวย ผูวิจยั 1 คน ผูชวยวิจยั 4 คน 
กลุมเปาหมายคือ ครูที่สอนวิชาคณิตศาสตร ในระดับมัธยมศึกษาปที่ 2 ภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 
2552 โรงเรียนสาธิต (ศึกษาศาสตร) มหาวิทยาลัยขอนแกน จํานวน 1 คน และนกัเรียนในระดับ
มัธยมศึกษาปที่ 2 ภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 2552 โรงเรียนสาธิต (ศึกษาศาสตร) 
มหาวิทยาลัยขอนแกน จํานวน 3 คน ซ่ึงผูวจิัยใชการเลือกแบบเจาะจงและกลุมเปาหมายเขารวมการ
วิจัยดวยความสมัครใจ 
 

การเก็บรวบรวมขอมูล 
 1. ผูวิจัยทําการศึกษาภูมหิลังของนักเรียน ประวัติ พฤติกรรมการเรียนรูของนักเรียน 
คะแนนผลสัมฤทธิ์ทางการเรียน และภูมหิลังของครูผูสอน เกี่ยวกบัการจัดการเรียนรูในโรงเรียนที่
ทําการศึกษา คอื สังเกตและศกึษาเกีย่วกับแผนการจัดการเรียนรูเร่ือง ทฤษฎีบทปทาโกรัส การจัด
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กิจกรรมการเรยีนรูในหองเรยีน พฤติกรรมการสอน ประวัติการศึกษา ประสบการณการทํางาน และ
ภาระงานทีไ่ดรับมอบหมาย  
 2. ผูวิจัยทําการศึกษาและสรางเครื่องมือในการทําวิจยัคือ แบบทดสอบอัตนัยเร่ือง ทฤษฎี
บทปทาโกรัส จํานวน 3 ขอใหญ 9 ขอยอย เมื่อเสร็จแลวนําเสนอใหอาจารยที่ปรึกษาและผูเชี่ยวชาญ
ตรวจสอบ จากนั้นนําคําชีแ้นะและขอบกพรองมาปรับปรุงแกไข แลวนําเครื่องมือที่ไดรับการแกไข
แลว เสนอใหอาจารยที่ปรึกษาและผูเชีย่วชาญตรวจสอบอีกครั้งหนึ่ง หลังจากปรับแกแลว จงึนํา
แบบทดสอบที่ไดไปใชทดสอบระดับความเขาใจเชิงเรขาคณิตของนกัเรียนกลุมเปาหมาย 
 3. ผูวิจัยเก็บรวบรวมขอมูลโดย บันทกึวดีทีัศนการจัดกิจกรรมการเรียนรูของครู เร่ืองทฤษฎี
บทปทาโกรัส เพื่อบันทึกการใชระบบการนาํเสนอภายนอกของครู ภายหลังจากครูจัดกิจกรรมการ
เรียนรู ผูวิจยัใหนักเรยีนกลุมเปาหมายทําแบบทดสอบ เร่ืองทฤษฎีบทปทาโกรัส โดยผูวิจยัและ
ผูชวยวจิัย สังเกตและบนัทึกวีดีทัศน ในขณะทีน่ักเรียนกลุมเปาหมายทําแบบทดสอบ และสัมภาษณ
นักเรียนภายหลังจากการทําแบบทดสอบเสร็จโดยไดนาํผลจากการทําแบบทดสอบของนักเรียนแต
ละคนมาใชในการสัมภาษณในประเด็นทีน่ักเรียนอธิบายยังไมชัดเจน เพื่อทําความเขาใจเกีย่วกับ 
ระดับความเขาใจเชิงเรขาคณิตของนักเรียน เร่ืองทฤษฎีบทปทาโกรัส ตามแนวคิดทฤษฎี ของ van 
Hiele เปนรายบุคคล  
 4. ผูวิจัยนาํขอมูลที่ไดจากการบันทึกวดีีทัศนการจัดกิจกรรมการเรียนรูของครู และผลที่ได
จากการทําแบบทดสอบของนักเรียน การสมัภาษณ และการบันทึกเสียง เกี่ยวกับเรื่องทฤษฎีบทปทา
โกรัส มาถอดโปรโตรคอล และบันทึกผลที่ไดเพื่อนําไปใชในการวิจยั 
 

การวิเคราะหขอมูล 
 1. นําขอมูลที่ไดจากการบันทกึวีดิทัศนการจดักิจกรรมการเรียนรูของครู เร่ือง ทฤษฎีบทป
ทาโกรัส มาวิเคราะหการใชระบบการนําเสนอภายนอกของครู วาครูใชระบบการนําเสนออะไรบาง 
อยางไร 
 2. หลังจากที่ไดทําการวิเคราะหการสอนของครูแลว ผูวจิัยไดนําผลจากการทําแบบทดสอบ
อัตนัยของนักเรียน เร่ืองทฤษฎีบทปทาโกรัส มาวิเคราะหระดับความเขาใจเชิงเรขาคณิตของ
นักเรียน ตามทฤษฎีบทของ van Hiele ดังนี้ 
 ระดับท่ี 1: การรับรูจากการมองเห็น (Visualization ,or Recognition) นักเรียนสามารถบอก
ช่ือ เปรียบเทียบ และจัดกระทํากับรูปเรขาคณิตได 
 ระดับท่ี 2: การวิเคราะหหรือพรรณนารูปลักษณะ (Analysis, or Description) นักเรียน
สามารถมองเห็นคุณลักษณะรูปเรขาคณิต การวิเคราะหของนักเรียนจะเปนผลมาจากการสังเกตและ
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การทําการทดลอง สมบัติเชิงเรขาคณิตจะถูกอธิบายในลกัษณะเฉพาะแตละสมบัติจะถูกมองใน
ลักษณะที่เปนอิสระตอกัน                                                                                                             
 ระดับท่ี 3: การใหเหตุผลเชิงนิรนัยอยางไมเปนแบบแผนหรือการจัดลําดับความสัมพนัธ 
(Informal deduction, or Ordering) นกัเรียนสามารถเชื่อมโยงหรือสรางความสัมพันธระหวางสมบตัิ
ที่ไดคนพบอยางมีเหตุผล สมบัติเหลานี้จะถูกนํามาจัดลําดับความสัมพนัธ 
 ระดับท่ี 4: การใหเหตุผลเชิงนิรนัยอยางเปนแบบแผน (Formal deduction) นักเรยีนสามารถ
นําเอาทฤษฎีตางๆ มาใชในการพิสูจนและใหเหตุผล และสามารถสรางความสัมพันธระหวางทฤษฎี
ทางเรขาคณิต นักเรียนสามารถพิสูจนดวยวิธีการที่หลากหลายและมีความเขาใจเกี่ยวกับปฏิสัมพันธ
ระหวางเงื่อนไขหรือทฤษฎีที่จําเปนและเหมาะสมในการพิสูจนเรขาคณิต นอกจากนี้นักเรยีนยัง
สามารถแยกแยะและมีความเขาใจในความแตกตางระหวางทฤษฎีกับทฤษฎีบทกลับ 
 ระดับท่ี 5: การเปนนามธรรม (Rigor) เปนระดับที่นกัเรียนสามารถสราง วิเคราะห  และ
เปรียบเทียบทฤษฎีทางเรขาคณิตในระบบสัจพจนที่แตกตางกัน เรขาคณิตจะถูกมองในรูปของความ
เปนนามธรรม เชน ถาสัจพจนที่เกีย่วกับความขนานกันระบุวาเสนขนานทั้งสองเสนไปพบกันที่
อนันต นักเรียนสามารถนําไปใชอยางมีเหตุผล 
 3. นําผลที่ไดจากการใชระบบการนําเสนอภายนอกของครู มาเปรียบเทยีบกับระดับความ
เขาใจเชิงเรขาคณิตของนักเรยีนทั้งสามคน พรอมทั้งอภิปรายผล 
 4. นําผลการวิเคราะหและอภปิรายผลทั้งหมดมาเขียนรายงานการวิจยัในครั้งนี้ 
 

สรุปและอภปิรายผล 
 ในการวิจัยคร้ังนี้ผูวิจยัไดศกึษาการใชระบบการนําเสนอภายนอกของครู และระดับความ
เขาใจเชิงเรขาคณิตของนักเรยีน ตามแนวคดิทฤษฎี ของ van Hiele เร่ือง ทฤษฎีบทปทาโกรัส 
สําหรับนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 2 ศึกษากลุมเปาหมายจํานวน 3 คน โดยใหช่ือสมมติ ดังนี้ แมก็ 
แปง และจา ในการวจิัยครั้งนี้ผูวิจยัไดบนัทึกวิดีโอ การจัดกิจกรรมการเรียนรูของครู เร่ืองทฤษฎีบท
ปทาโกรัส และภายหลังการจัดกิจกรรมการเรียนรูของครู ผูวิจัยไดทดสอบระดับความเขาใจเชิง
เรขาคณิตของนักเรียน โดยใชแบบทดสอบอัตนัย เร่ืองทฤษฎีบทปทาโกรัส จํานวน 3 ขอใหญ 9 ขอ
ยอย เพื่อนํามาผลที่ไดจากการทําแบบทดสอบของนักเรียน และการใชระบบการนําเสนอภายนอก
ของครู มาวิเคราะหผล  

 ผลจากการวิเคราะหแบบทดสอบของนักเรียนภายหลังการจัดกิจกรรมการเรียนรู
ของครู ผลปรากฏวา แมก็ มรีะดับความเขาใจเชิงเรขาคณิต ถึงระดับที ่4 การใหเหตผุลเชิงนิรนัย
อยางเปนแบบแผน (Formal deduction) แตในระดบันี้ แมก็ยังแสดงออกมาไมชัดเจน โดยยังไม
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สามารถอธิบายใหเห็นภาพได การอธิบายยงัมีความกํากวม แตแมก็สามารถตอบคําถามไดอยาง
ถูกตอง เมื่อมองภาพรวมแลวสามารถสรุปไดวา แม็กอาจจะมีความเขาใจในระดับที่ 4 การใหเหตุผล
เชิงนิรนัยอยางเปนแบบแผน สวนแปง และจานั้น มีความเขาใจถึงระดับที่ 4 การใหเหตุผลเชิงนิรนัย
อยางเปนแบบแผน ซ่ึงแปง และจา สามารถตอบคําถามไดอยางถูกตองและชัดเจน โดยหารูปทั่วไป
ของทฤษฎีบทปทาโกรัสได เมื่อพื้นที่ของสวนที่แรเงาเปลี่ยนแปลงไป และในระหวางการจัด
กิจกรรมการเรยีนการสอนของนั้น นักเรียนทั้งสามคน มีความตั้งใจและทําแบบทดสอบวัดระดับ
ความเขาใจเชงิเรขาคณิตไดอยางถูกตอง 
 ผลจากการวิเคราะหการนําเสนอภายนอกของครู ผลปรากฏวา ครูใชการนําเสนอภายนอกที่
เห็นไดอยางชดัเจนตลอดระยะเวลาการจดักิจกรรมการเรยีนการสอน คอื การใชภาษา และการใช
รูปภาพ และใชสัญลักษณทางคณิตศาสตรเพียงเล็กนอย และใชส่ือที่เปนรูปธรรมอธิบายตัวทฤษฎปี
ทาโกรัส ครูใชภาษาในการอธิบายทฤษฎีบท อธิบายการทําโจทยและอธิบายตัวอยางที่ครูยกขึ้นมา 
โดยภาษาที่ครูใชนั้นเปนภาษาที่เรียบงาย ไมซับซอนเพื่อชวยใหนกัเรยีนสามารถเขาใจในเรื่องที่ครู
อธิบายไดโดยงาย เนื่องมาจากตองการที่จะทําใหนกัเรียนรับรูและเขาใจในเรื่องที่ครูตองการสื่อสาร
อยางรวดเรว็ และเขาใจถูกตองตรงตามที่ครูคาดหวังไว  การใชรูปภาพที่ครูสรางขึ้นในการอธิบาย
ทฤษฎีบท โดยวาดภาพลงบนกระดานเพื่อยกตวัอยาง ทําใหนกัเรยีนสามารถเขาใจไดงายขึ้น ผลจาก
การใชการนําเสนอภายนอกของครูนั้น มีผลทําใหนักเรียนทั้งสามคน สามารถพัฒนาระดับความ
เขาใจเชิงเรขาคณิตถึงระดับที่ 4 การใหเหตุผลเชิงนิรนัยอยางเปนแบบแผน แตยังไมถึงระดับที่ 5 
การเปนนามธรรม (Rigor) เนื่องมาจากระดับที่ 5 นั้นเปนเรื่องที่คอนขางยากที่นกัเรียนในระดับ
มัธยมศึกษาตอนตนจะสามารถทําความเขาใจได  
 ความสัมพันธระหวางการใชระบบการนําเสนอภายนอกของครู และระดับความเขาใจเชิง
เรขาคณิตของนักเรียน ผลปรากฏวา จากการวเิคราะหในระหวางที่ครูจดักิจกรรมการเรียนรู ครูใช
ภาษาในการอธิบายทฤษฎีบทปทาโกรัส และใชส่ือที่ครูสรางขึ้นจริงนั้นคือรูปภาพ ทาํใหนกัเรียน
สามารถรับรูไดถึงรูปทรงของสามเหลี่ยมวามีลักษณะอยางไร นักเรียนสามารถเขาใจและรูได
ในทันทวีารูปที่นักเรียนเหน็เปนรูปอะไร ซ่ึงในขั้นนีแ้สดงใหเห็นถึงนกัเรียนมีความเขาใจในระดับ
ที่ 1 การรับรูจากการมองเหน็ (Visualization ,or Recognition) นักเรียนสามารถบอกชื่อ เปรียบเทียบ 
และจัดกระทํากับรูปเรขาคณติได เมื่อครูยกตัวอยางการหาพื้นที่ของรูปเรขาคณิตตางๆครูไดตั้ง
คําถามนักเรียนวา การหาพืน้ที่ของรูปนี้จะใชสูตรวาอยางไร นักเรียนไดพิจารณาถึงรูปรางและ
ลักษณะของรูปทรงทางเรขาคณิตที่ครูใหมา ทําใหนกัเรียนสามารถเลือกใชสูตรที่เหมาะสมกับรูป
เรขาคณิตนั้นๆได  แสดงใหเห็นวานักเรียนมีความเขาใจในระดับที่ 2 การวิเคราะหหรือพรรณนา
รูปลักษณะ (Analysis, or Description) สมบัติเชิงเรขาคณิตจะถูกอธิบายในลักษณะเฉพาะ ซ่ึงสมบัติ
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แตละสมบัติจะถูกมองในลักษณะที่เปนอิสระตอกัน การวิเคราะหมโนมติเชิงเรขาคณติของนักเรียน
จะเปนผลมาจากการสังเกตและการทําการทดลอง โดยจะเริ่มจากการมองเห็นคุณลักษณะรูป
เรขาคณิต   

ในการอธิบายบทกลับของทฤษฎีบทปทาโกรัส ครูไดยกตัวอยางโดยการวาดภาพ รูป
สามเหลี่ยมและกําหนดคาของดานทั้งสาม และใหนักเรียนตอบวารูปสามเหลี่ยมนีเ้ปนรูป
สามเหลี่ยมมุมฉากหรือไม นกัเรียนสามารถตอบไดวาดานที่ครูกําหนดใหนัน้เปนดานของรูป
สามเหลี่ยมมุมฉากเนื่องมาจากดานตรงขามมุมฉากยกกําลังสอง มีคาเทากับผลบวกของดาน
ประกอบมุมฉากยกกําลังสอง ซ่ึงเปนไปตามทฤษฎีบทปทาโกรัส นักเรียนยังสามารถใหคําจํากัด
ความอยางมีความหมาย ซ่ึงแสดงใหเห็นวานักเรียนมีความเขาใจในระดับที่ 3 การใหเหตุผลเชิง       
นิรนัยอยางไมเปนแบบแผนหรือการจัดลําดับความสัมพนัธ (Informal deduction, or Ordering) การ
จัดกิจกรรมการเรียนรูของครู เร่ืองการประยุกตใชทฤษฎีบทปทาโกรัส ครูไดอธิบายโดยการใช
ภาษา และวาดภาพของโจทยปญหาลงบนกระดาน เพื่อชวยใหนักเรยีนสามารถมองเห็นภาพไดงาย
ขึ้น และผลจากการทําแบบทดสอบปรากฏวานักเรยีนสามารถหารูปแบบทั่วไปของทฤษฎีบทปทา
โกรัสได กลาวไดวานกัเรียนมีความเขาใจในระดับที่ 4 การใหเหตุผลเชิงนิรนัยอยางเปนแบบแผน 
ซ่ึงนักเรียนสามารถนําเอาทฤษฎีตางๆ มาใชในการพิสูจนและใหเหตุผล และยังสามารถสราง
ความสัมพันธระหวางทฤษฎทีางเรขาคณิต พิสูจนดวยวิธีการที่หลากหลายและมีความเขาใจใน
ทฤษฎีที่จําเปนในการพิสูจนเรขาคณิต นอกจากนีน้ักเรยีนยังสามารถแยกแยะและมคีวามเขาใจใน
ความแตกตางระหวางทฤษฎกีับทฤษฎีบทกลับ ซ่ึงการคิดเชิงเรขาคณิตในระดบันี้เปนระดับที่
คาดหวังวานกัเรียนในระดับมัธยมศึกษาจะตองมี  

 

ขอเสนอแนะ 
 ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการจัดการเรียนการสอน 
 1. ครูผูสอนควรสอนเรขาคณิต โดยการอิงทฤษฎีบทของ van Hiele เพื่อจะไดชวยให
นักเรียนสามารถพัฒนาระดบัความเขาใจเชิงเรขาคณิตของนักเรียน เนนใหนักเรยีนฝกการแกปญหา
ในระดบัที่สูงขึ้น เพื่อชวยใหนักเรยีนสามารถพัฒนาในระดับการเปนนามธรรมได 
 2. ครูผูสอนควรใชการนําเสนอภายนอก ในระหวางการสอนใหมีความหลากหลาย เชน
เพิ่มเติมเรื่อง การสัญลักษณการเขียน สถานการณจริง และการนําเสนออื่นๆ เพื่อชวยใหนกัเรียนมี
ความเขาใจในเนื้อหาเพิ่มมากขึ้น 
ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการจัดวิทยานิพนธตอไป 
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 1. ศึกษาเรื่องเดียวกันนี้กับประชากรกลุมอ่ืน เพื่อจะไดเปรียบเทียบผลการวิจัยวามีความ
เหมือนหรือแตกตางกันอยางไร 
 2. ศึกษาปจจัยและสาเหตุของการมีระดับความเขาใจ ยังไมถึงระดับที่ 5 เพื่อหาแนว
ทางแกไขและหาวิธีปองกนั 
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