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บทคัดย่อ 

งานวิจัยนี้ได้ศึกษาวิธีท าซ้ าที่มีอันดับการลู่เข้าเท่ากับ 4 จ านวน 2 วิธี คือวิธี LZ11 และ LZ12 และท าการค านวณผลเชิงตัวเลขกับ
สมการไม่เชิงเส้นทั้ง 5 สมการ เพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการท าซ้ าที่มีอันดับการลู่เข้าเท่ากับ 4 ที่เหมาะสมที่สุด โดยใช้รูปภาพใน
การแสดงผลการค านวณเชิงตัวเลข  ทีแ่สดงให้เห็นถึงความหลากหลายของบริเวณการลู่เข้าและลู่ออกในแต่ละสมการ ผลการทดลองเชิงตัวเลข
แสดงให้เห็นว่าวิธี LZ11 มีประสิทธิภาพมากกว่าวิธี LZ12 
ค้าส้าคัญ : อันดับการลู่เข้า, รากซ้ า, บริเวณการลูเ่ข้า  
 

Abstract  
This research is to study the iteration on basins of attraction with the fourth-order of convergence in two 

methods including LZ11 and LZ12, and also calculate the numerical results with the five nonlinear equations. The 
objective of the research is to compare the performance of proper iterative method with fourth-order of convergence 
by using the illustration for interpreting the calculation of numerical result that shows varieties of basin of attraction 
and divergence in each equation. The numerical experiment results demonstrate that the LZ11 method is more 
effective and proper than LZ12. 
 Keywords : order of convergent, muttiple root, basin of attraction 
 
 

1. บทน้า 
     ในระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ปัญหาที่มักเกิดขึ้นอยู่เสมอ ขณะท าการ
ค านวณผลเชิงตัวเลขในการหาค าตอบของสมการไม่เชิงเส้น นั้นคือ 
มีฟังก์ชัน ( )f x  ซึ่งเป็นฟังก์ชันไม่เชิงเส้น และต้องการหาค่า x ที่ท า
ให้ฟังก์ชัน ( ) 0f x  แต่ฟังก์ชัน ( )f x  โดยทั่วไปไม่อยู่ในรูปแบบที่ง่าย
ต่อการหาค าตอบของฟังก์ชัน เพื่อแก้ปัญหาจึงได้มีการศึกษา และน า
วิธีการท าซ้ าต่าง ๆ เพื่อช่วยในการหาค าตอบของสมการไม่เชิงเส้น 
หนึ่งในวิธีการท าซ้ า นั้นคือ วิธีนิวตัน-ราฟสัน ซึ่งเป็นวิธีที่รู้จักกัน
อย่างกว้างขวาง เนื่องจากเป็นวิธีที่ก าหนดค่าเริ่มต้นเพียงค่าเดียว 
และใช้อนุพันธ์ทุกรอบในการท าซ้ า ซึ่งถือได้ว่าวิธีนิวตัน-ราฟสันเป็น
อีกหนึ่งวิธีที่นักวิจัยจ านวนมากได้ท าการปรับปรุง เพื่อสร้างระเบียบ
วิธีการท าซ้ าแบบใหม่  และมีอันดั บการลู่ เข้ าที่ มากกว่าเดิ ม         
อาทิ B. Liu และ X. Zhou [1] ได้น าวิธีนิวตัน-ราฟสันมาปรับปรุง
ด้วยวิธีสองขั้นตอน และได้วิธีท าซ้ าแบบใหม่จ านวน 2 วิธี ซึ่งมีอนัดับ
การลู่เข้าเท่ากับสี่ ต่อมา Benty Neta และ Changbum Chun [2] 
ได้น าวิธีการท าซ้ าอันดับ 4 จ านวน 5 วิธี ซึ่งเป็นวิธีการท าซ้ าของ Li 
et al. [3] และวิธีการท าซ้ าของ B. Liu และ X. Zhou มาท าการ
ทดสอบเชิงตัวเลขกับสมการไมเ่ชิงเส้นท้ัง 5 สมการ เพื่อเปรียบเทียบ

ประสิทธิภาพของวิธีการท าซ้ าที่มีอันดับกาลู่เข้าเท่ากับสี่ที่เหมาะสม
ทีสุ่ด โดยพิจารณาจากบริการลู่เข้า ที่แสดงในรูปแบบของรูปภาพ 
    ดงันั้นในงานวิจัยนีไ้ด้น าวิธีการท าซ้ าของ Liu และ Zhou จ านวน
สองวิธี คือวิธี LZ11 และ LZ12 น ามาทดสอบเชิงตัวเลขกับสมการ
ไม่เชิงเส้นทั้ง 5 สมการที่มีภาวะรากซ้ า 2, 3, 4 และ 5 โดยสมการที่
น ามาทดสอบนั้นเราได้เปลี่ยนสมการใหม่จากงานวิจัยเดิมของ 
Benty Neta แ ล ะ  Changbum Chun เพื่ อ เ ป รี ย บ เที ย บ
ประสิทธิภาพของวิธีการท าซ้ าที่มีอันดับการเข้าเท่ากับสี่ที่เหมาะสม
ที่สุด โดยเราจะสร้างบริเวณการลู่เข้าส าหรับรากซ้ า ที่แสดงผลการ
ค านวณเชิงตัวเลขในรูปแบบของรูปภาพ เพื่อให้เข้าใจถึงบริเวณการ
ลู่เข้า และลู่ออกของวิธีการท าซ้ าในการค้นหารากของแต่ละสมการ 
และในส่วนประกอบท่ีส าคัญอีกอย่างในค านวณผลเชิงตัวเลข คือต้อง
เลือกจุดเริ่มต้นที่ดีที่อยู่ในช่วงปิดของรากของสมการไม่เชิงเส้น 
 
2. วิธีด้าเนินการวิจัย 
     การวิจัยนี้ได้ท าการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการท าซ้ า 
LZ11 และ LZ12 โดยใช้การค านวณผลเชิงตัวเลขของ 2 วิธีในการ
หารากของ 5 สมการที่แตกต่างกัน ซึ่งสมการที่น ามาทดสอบ และ  
จุดกริดแต่ละจุดจากรูปภาพจะมีสีต่างกันตามการลู่เข้าสู่ค่ารากใดค่า
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รากหนึ่งของสมการ และในส่วนของจุดสีด าเกิดจากการท าซ้ าเกิน 
40 รอบ ซึ่งก าหนดเป็นเกณฑ์การลู่ออก โดยจะใช้โปรแกรม Scilab 
6.0.2 บนระบบปฏิบัติการ window 10 และสมการที่น ามาทดสอบ
มีภาวะรากซ้ า 2,3,4,5m  ดังตารางที่ 1 
 
ตารางที่ 1 สมการที่ใช้ในการทดสอบ และรากของสมการ 

สมการไม่เชิงเส้น รากของสมการ 
3 2

1 ( 5)T z z    0.75799 1.65035 , 1.51598i i    
3 2

2 ( 1)T z z    0.34116 1.16541 ,0.68223i i   
2 5

3 ( 3)T z   1.73705  
2 4

4 ( 2 3)T z z    1.00000 1.41421i  
2 3

5 ( 5)T z   2.23606  
 
ส าหรับการค านวณหาค่ารากของสมการไม่เชิงเส้นที่รู้จักกันดี และมี
ช่ือเสียงคือระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสัน 
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ต่อมา  B. Liu  และ X. Zhou ไดน้ าเสนอวิธี LZ11 และ LZ12 ที่
ปรับปรุงจากระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสัน  
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 จากวิธีการท าซ้ า LZ11 และ LZ12  เราจึงได้น าท้ังสองวิธีมาท า
การทดสอบเชิงตัวเลข เพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการ
ท าซ้ าทั้งสองวิธีในรูปเเบบของรูปภาพ เพื่อแสดงบริเวณการลู่เข้า
และลู่ออกของจุดเริ่มต้นต่าง ๆ ในโดเมนของจุดเริ่มต้นที่ปกคลุมราก
ของสมการ และส าหรับขั้นตอนในการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของ
วิธีการท าซ้ า LZ11และ LZ12 
 
 
 
 
 

 ขั นตอนที่ 1 จัดสมการไม่เชิงเส้นทั้ง 5 สมการ ให้อยู่ในรูปแบบของ
ฟังก์ชันพหุนาม 

                   

3 2

1

5 2

2

3 3

3

2 3

4

2 4

5

( ) ( 5)

( ) ( 7)

( ) ( 3)

( ) ( )

( ) ( 3)

T z z z
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T z z z

T z z

  

 

  
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     ขั นตอนที่ 2  น าฟังก์ชันพหุนามแต่ละฟังก์ชันท าการทดสอบเพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการท าซ้ า LZ11 

ขั นตอนที่ 2 น าฟังก์ชันพหุนามแต่ละฟังก์ชันท าการทดสอบเพื่อ 
เปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการท าซ้ า LZ11 และ LZ12 
ขั นตอนที่ 3 น าผลที่ได้จาก ข้ันตอนท่ี 2 อภิปราย และสรุปผล  
 
3. อภิปรายผล 
 จากการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการท าซ้ าท่ีมีอันดับการ
ลู่เข้าเท่ากับ 4 ส าหรับวิธีการท าซ้ า LZ11 และวิธีการท าซ้ า LZ12 ที่
ท าการทดสอบกับสมการทั้ง 5 สมการ จะเห็นว่าในทุกพ้ืนท่ีสี่เหลี่ยม
ขนาด 6 x 6 ที่ปกคลุมรากของแต่ละสมการที่น ามาทดสอบ โดยเรา
ได้ท าการแบ่งกริดขนาด 120 x 120 ของสี่เหลี่ยมจัสตุรัส เพื่อใช้เป็น
จุดเริ่มต้นของวิธีการท าซ้ า ซึ่งสามารถแสดงผลการทดลองเชิงตัวเลข
จากภาพประกอบต่อไปนี้ 
 

 
LZ11. 

 
LZ12. 

ภาพประกอบที่ 1 ภาพด้านบนส าหรับวิธี LZ11 และภาพด้านล่าง
ส าหรับวิธี LZ12 ส าหรับพหุนาม 3 2

1( ) ( 5)T z z z   ที่มีรากเป็น 
0.75799 1.65035 , 1.51598i i    และมีภ าวะรากซ้ า 2m   จาก

ภาพประกอบที่ 1 จะเห็นว่าวิธี LZ12 เป็นวิธีที่เหมาะสมที่สุดหรับ
พหุนาม 

1( )T z  เนื่องจากวิธี LZ11 แสดงจุดสีด าเป็นจ านวนมากกว่า 
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LZ11. 

 
LZ12. 

ภาพประกอบที่ 2 ภาพด้านบนส าหรับวิธี LZ11 และภาพด้านล่าง
ส าหรับวิธี LZ12 ส าหรับพหุนาม 3 2

2( ) ( 5)T z z z   ที่มีรากเป็น 
0.34116 1.16541 ,0.68223i i   และมีภาวะรากซ้ า 2m  จะเห็นว่า

วิธี LZ11 แสดงจุดสีด าเพียงเล็กน้อย และสามารถลู่เข้าสู่รากที่
แตกต่างกันของสมการได้มากกว่าวิธี LZ12 ดังนั้นวิธี LZ11 เป็นวิธีที่
เหมาะสมที่สุดหรับพหุนาม 

2( )T z  

 
LZ11. 

 
LZ12. 

ภาพประกอบที่ 3 ภาพด้านบนส าหรับวิธี LZ11 และภาพด้านล่าง
ส าหรับวิธี  LZ12 ส าหรับพหุนาม 2 5

3( ) ( 3)T z z   ที่มีรากเป็น 
1.73705 และมีภาวะรากซ้ า 5m  จะเห็นว่าวิธี LZ11 ไม่แสดงจุด

สีด าแต่วิธี LZ12 แสดงจุดสีด าเล็กน้อย ดั้งนั้น วิธี LZ11 เป็นวิธีที่
เหมาะสมที่สุดส าหรับพหุนาม

3( )T z  
 

 
. LZ11. 

 
LZ12. 

ภาพประกอบที่ 4 ภาพด้านบนส าหรับวิธี LZ11 และภาพด้านล่าง
ส าหรับวิธี  LZ12 ส าหรับพหุนาม 2 4

4( ) ( 2 3)T z z z   ที่ มี ราก
เป็ น 1.00000 1.41421i  แ ล ะมี ภ าวะ ราก ซ้ า 4m  จะ เห็ น ว่ า        
วิธี LZ11 มีการลู่เข้าที่ดีกว่า เนื่องจากไม่มีจุดสีด าเหมือนวิธี LZ12 
ดังนั้นวิธี LZ11 เป็นวิธีที่เหมาะสมที่สุดส าหรับพหุนาม 4( )T z  
 

 
LZ11. 

 
LZ12. 
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ภาพประกอบที่ 5 ภาพด้านบนส าหรับวิธี LZ11 และภาพด้านล่าง
ส า ห รั บ วิ ธี  LZ12 ส า ห รั บ พ หุ น า ม 2 3

5( ) ( 5)T z z  ที่ มี ร า ก
เป็น 2.23606  และมีภาวะรากซ้ า 3m  จะเห็นว่าวิธี LZ12 ไม่แสดง
จุดสีด า แต่วิธี LZ11 แสดงจุดสีด าเพียงเล็กน้อย ดั้งนั้นวิธี LZ12 
เป็นวิธีที่เหมาะสมที่สุดส าหรับพหุนาม 

5( )T z  
 
4. สรุปผลการวิจัย 
    จากที่ได้น าเสนอวิธีการท าซ้ าอันดับ 4 ที่ดีที่สุด 2วิธ ีคือวิธี LZ11 
และ LZ12 เพื่อหาบริเวณการลู่เข้าที่มีอันดับการลู่เข้าเท่ากับ 4 
ส าหรับรากซ้ า เห็นได้ว่า วิธี LZ11 มีจุดและบริเวณการลูเ่ข้ามากกวา่
วิธี LZ12 นั้นคือ วิธี LZ11 เป็นวิธีที่เหมาะสมที่สุดส าหรับสมการ ที่
น ามาทดสอบ 
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